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Perspetiva sobre a aplicação de métodos numéricos 
avançados em problemas acústicos exteriores

1.  Introdução

Os métodos numéricos têm vindo a ser uma ferra-
menta extremamente poderosa e versátil em vários cam-
pos da engenharia, permitindo a simulação de cenários 
genéricos e complexos de forma realista. No caso espe-
cífico da acústica, a aplicação de métodos numéricos 
reveste-se de grande importância na análise de diferen-
tes tipos de sistemas, permitindo a engenheiros e inves-
tigadores uma análise de diferentes configurações em 
condições de “laboratório virtual”.

Embora não possam substituir uma experiência labo-
ratorial, estes métodos permitem, numa fase preliminar 
de conceção, desenvolvimento e estudo, uma enorme 
poupança de tempo e de recursos, dando ainda aos uti-

lizadores a facilidade de realizar análises de sensibilidade, 
compreendendo de que forma diferentes parâmetros in-
fluenciam o comportamento de um determinado sistema.

Thommée [1] publicou em 2001 um interessante apa-
nhado histórico sobre os diferentes métodos, onde se 
regista que as referências mais antigas que se podem 
encontrar são relativas a um trabalho teórico fundamen-
tal de Courant, Friedrichs e Lewy, publicado em 1928, 
onde se lançaram as bases para a resolução de proble-
mas por diferenças finitas. Múltiplas referências podem 
ser encontradas desde então a este método (veja-se, por 
exemplo, [2]), incluindo a sua aplicação no domínio da 
acústica. No caso do método dos elementos finitos, e 
ainda de acordo com Thommée [1], alguns trabalhos pio-
neiros são devidos a Turner, Clough, Martin e Topp 
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Abstract

Numerical methods based only on the description of 
the boundaries of a propagation medium, such as the BEM 
or the MFS, allow a particularly elegant and accurate ap-
proach to acoustic propagation problems in open environ-
ments, as is often the case in environmental accoustics. 
Here, an overview on the evolution of these methods (such 
as FEM or FDTD) is given. The development of advanced 
formulations for solving large problems is discussed, and 
several application examples are presented illustrating 
their potential in the simulation and solution of acoustic 
problems.
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Resumo

Os métodos numéricos baseados apenas na descrição 
das fronteiras do meio de propagação, como o BEM ou o 
MFS, permitem uma abordagem particularmente elegante 
e precisa a problemas acústicos de propagação em campo 
aberto, como é frequentemente o caso em acústica am-
biental. Apresenta-se, aqui, uma perspectiva sobre a evolu-
ção destes métodos, explicando brevemente a sua formu-
lação e indentificando as principais diferenças em relação 
a métodos clássicos (como FEM ou FDTD). Aborda-se o 
desenvolvimento de formulações avançadas para a resolu-
ção de problemas de grande dimensão, e apresentam-se 
vários exemplos de aplicação, ilustrativos do seu potencial 
na simulação e resolução de problemas acústicos.
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(1956), aparecendo o nome “Elementos Finitos” pela pri-
meira vez num trabalho de Clough em 1960. Desde en-
tão, o método tem sido aplicado a múltiplos problemas 
de física e engenharia, sendo referências abrangentes 
Zienkiewicz e Taylor [3] ou Bathe [4]; para o caso especí-
fico de problemas acústicos, refere-se Marburg e Nolte 
[5]. Embora os dois métodos tenham diferenças assina-
láveis, ambos partem de uma análise do domínio através 
da sua discretização em pontos ou em elementos.

O método dos elementos de fronteira é um pouco 
mais recente que os restantes dois. Em 2004, uma pu-
blicação de Cheng e Cheng [6], na revista Engineering 
Analysis with Boundary Elements, procurou identificar as 
origens históricas do Método dos Elementos de Frontei-
ra (BEM). Algumas das contribuições iniciais devem-se a 
Jaswon e colaboradores, no “Imperial College” em Lon-
dres, que em 1963 exploraram métodos integrais direc-
tos e indirectos para resolução de problemas de poten-
cial. Quase em simultâneo, por volta de 1965, Kupradze 
e colaboradores, na “Tbilisi State University”, estudaram 
problemas de potencial e elasticidade usando o mesmo 
conceito. Um pouco mais tarde, nos EUA, Cruse e cola-
boradores, desenvolveram o método então conhecido 
como Método da Equação Integral de Fronteira, e em 
Southampton, Reino Unido, um outro grupo, onde se 
destaca o nome de Brebbia, dedicava-se então, ao apro-
fundamento dos trabalhos de Kupradze usando integrais 
de fronteira. É na década de 1970 que, fruto da colabo-
ração entre Brebbia e Cruse, surge o método dos ele-
mentos de fronteira, tal como hoje é conhecido. Ao con-
trário dois outros métodos referidos atrás, este método 
não discretiza o domínio mas sim as suas fronteiras, o 
que lhe confere uma grande elegância na modelação de 
diferentes tipos de problemas. Muita informação sobre 
este método pode ser encontrada, por exemplo, em 
Brebbia [7] ou Brebbia e Dominguez [8]; no caso da apli-
cação a problemas de acústica, feferem-se Wu [9], von 
Estorff [10] ou Marburg e Nolte [5].

A evolução e o aparecimento de técnicas numéricas 
não parou, no entanto, por aqui, e na década de 1990 
emergiu uma nova classe de técnicas, designadas por 
“Métodos sem malha”. Na realidade, a grande diferença 
destes métodos para os anteriormente referidos prende-
se com a ausência de uma discretização estruturada do 
domínio, em elementos (FEM) ou em grelhas regulares 
(FD), ou sequer das fronteiras (BEM); em lugar destas 
discretizações, este métodos fazem apenas uso de pon-
tos dispersos no espaço a analisar para, usando diferen-
tes abordagens, encontrar uma solução para o problema 
físico a resolver. São exemplos destes métodos o 
Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) proposto por 
Atluri [11], ou o Método das Soluções Fundamentais 
(MFS); em relação a este último, embora não se consiga 

indentificar um trabalho específico na sua origem, mere-
cem referência os de Chen et al [12], Fairweather et al 
[13], Karagheorghis et al [14] e Golberg et al [15]. O 
MLPG e outros métodos similares podem comparar-se 
ao método dos elementos finitos, uma vez que se ba-
seiam na obtenção de uma solução usando pontos dis-
persos por todo o domínio; já o MFS poderá ser referido 
como comparável ao método dos elementos de frontei-
ra, pois, de forma similar a este, apenas faz uso de pon-
tos sobre a fronteira para estabelecer equações que per-
mitem encontrar a solução do problemas a resolver.

O BEM e o MFS podem ser vistos como particular-
mente adequados à resolução de problemas acústicos. 
De facto, enquanto grande parte dos restantes métodos 
referidos fazem uso de funções matemáticas simples, mui-
tas vezes polinomiais, para aproximar a solução, estes 
dois métodos incorporam directamente na sua formulação 
uma parte da física do problema, uma vez que fazem uso 
de funções que usualmente se designam por “Soluções 
Fundamentais” do problema. Estas funções não são mais 
do que a solução da equação diferencial governante em 
condições de campo infinito, devendo-se a definição des-
te conceito ao trabalho de George Green, já em 1828. Ao 
incorporar estas funções na sua formulação, estes dois 
métodos tornam-se extraordinariamente adequados e po-
tentes para a análise de problemas em meios não limita-
dos (ou infinitos), uma vez que esta funções lhes permitem 
satisfazer diretamente as condições de campo afastado 
no infinito, sem necessitar de condições absorventes ou 
outros artifícios numéricos para o efeito (ao contrário, por 
exemplo, do FEM, do FD ou do MLPG). São, por isso, 
estes dois métodos os que se abordam e exemplificam na 
presente comunicação, procurando transmitir uma pers-
pectiva geral sobre a sua aplicação na área da acústica e 
da sua utilidade prática, não só em problemas conceptuais 
como também em problemas práticos de engenharia.

Nas secções que se seguem, apresenta-se, em pri-
meiro lugar, uma muito breve formulação dos dois méto-
dos tratados; segue-se, depois, uma breve discussão da 
sua eficiência computacional e de estratégias existentes 
para a resolução de problemas de grande dimensão; 
apresentam-se, finalmente, alguns problemas exemplifi-
cativos da grande aplicabilidade prática destes métodos 
na resolução de problemas acústicos de propagação no 
exterior, baseados em desenvolvimentos realizados pelo 
autor [16-23].

2.  Breve formulação matemática

Considera-se, usualmente, que a propagação de on-
das acústicas em regime linear pode, no domínio da fre-
quência, ser representada pela equação diferencial de 
Helmholtz, no domínio da frequência:
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	 ∇2p+ k2p = 0 	 (1)

onde ∇2 = ∂2 / ∂x2 + ∂2 / dy2  em 2D ou ∇2 = ∂2 / ∂x2 + ∂2 / ∂y2 + ∂2 / ∂z2 
∇2 = ∂2 / ∂x2 + ∂2 / ∂y2 + ∂2 / ∂z2  em 3D, p é a pressão acústica, 

k = ω / c, ω é a frequência angular e c a velocidade de 
propagação das ondas no meio fluido. Embora alguns 
efeitos (movimento do fluido, efeitos não lineares, etc.) 
não estejam incorporados nesta equação, em grande 
parte dos problemas puramente acústicos ela pode ser 
usada como uma boa aproximação à realidade. A sua 
resolução pode ser realizada, conforme já abordado, por 
distintos métodos, entre os quais os dois que serão ob-
jeto desta contribuição: o BEM e o MFS.

2.1.  O método dos elementos de Fronteira - BEM

Conforme já se referiu na secção anterior, para o estudo 
da propagação de ondas o BEM poderá ser indicado 
como um dos métodos com maiores potencialidades, em 
particular em problemas exteriores, em que os sistemas 
são infinitos ou semi-infinitos. O BEM possui a vantagem 
de apenas requerer a discretização das fronteiras e de 
eventuais descontinuidades que possam existir no meio de 
propagação, evitando a discretização espacial do domínio 
de propagação que, por norma, alguns dos restantes mé-
todos exigem. No caso da propagação de ondas sonoras 
num meio fluido, infinito e homogéneo (caso acústico), que 
contém no seu interior uma inclusão, o BEM pode, sucin-
tamente, descrever-se a partir da equação integral fronteira 
definida ao longo da fronteira S da inclusão.

pinc x p, x0( ) + q x( )
S
∫ p * x p, x( )dS = q * x p, x( )

S
∫ p x( )dS +Cp x p( ) 	 (2)

onde p x( ) e q x( ) representam a pressão e o seu gra-
diente na direcção normal à fronteira da inclusão no pon-
to x , e p x p( ) representa a pressão no ponto de aplica-
ção do carregamento virtual. C è uma constante que 
assume o valor 1 se o ponto estiver no domínio de pro-
pagação, ½ se estiver na fronteira e 0 se estiver fora do 
meio de propagação.

De forma a poder aplicar o BEM à resolução, torna-se 
necessário o conhecimento prévio das soluções funda-
mentais, que definem o campo de pressões gerado por 
cargas unitárias localizadas num meio fluido. Para o caso 
de cargas lineares bidimensionais, oscilando com uma 
frequência ω, essa solução é dada por:

	 p * x p, x( ) = − i
4
H0

(2) kr( ) 	 (3)

onde k = ω / c, ω é a frequência angular e c a velocidade 
de propagação das ondas no meio fluido, e r é a distan-

cia do ponto x p de aplicação da carga ao ponto x. No 
caso de problemas tridimensionais, a solução fundamen-
tal pode ser definida como:

	 p * x p, x( ) = e− ikr

4π r
	 (4)

Em lugar da utilização do gradiente de pressões, 

q = ∂p
∂

n1  é usual recorrer-se à representação da equação 

integral em função de pressões e de velocidades das 
partículas segundo a direção normal à fronteira υ n( ), sen-

do que υ n = − 1
iρω

∂p
∂

n1  onde ρ é a massa volúmica do 

meio fluido.

Considerando a discretização da fronteira em ele-
mentos de fronteira retilíneos (em 2D) ou planos (em 3D), 
e considerando ainda que as pressões e deslocamentos 
num elemento de fronteira são representados pelos va-
lores registados num ponto interior ao elemento (nó), e 
que o seu valor é constante dentro de cada elemento, 
pode escrever-se a equação.

pinc x p, x0( ) - irw u nn
n=1

N

Â p * x p, x n( )
Sn

Ú dSn = pn

n=1

N

Â q * x p, x n( )
Sn

Ú dSn +Cp x p( ) 	 (5)

onde pn e u nn representam as pressões e as velocidades 
normais no nó do elemento de fronteira n. A aplicação 
sucessiva desta equação ao longo da fronteira permite 
o establecimento de um sistema de equações que leva 
à obtenção dos valores nodais da pressão e da veloci-
dade. A Figura 1 representa uma configuração exempli-
ficativa de um modelo BEM referente a um problema 
exterior.

Figura 1.  Esquema exemplificativo de um modelo BEM.

Ponto nodal do BEM

Elemento de  
fronteira
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2.2.  Método das soluções fundamentais - MFS

A utilização do MFS para a resolução da equação dife-
rencial de Helmholtz torna-se bastante simples, não envol-
vendo qualquer integral de fronteira ou de domínio. Na 
realidade, o método parte de uma representação do cam-
po de pressões sonoras simples, realizada a partir de uma 
combinação linear de fontes sonoras virtuais, localizadas 
fora do domínio de análise, e cujo efeito pode ser descrito 
através da solução fundamental correspondente ao tipo de 
problema a resolver. A título de exemplo, considerando o 
caso simples da Figura 2, o campo de pressões no domí-
nio Ω pode ser escrito como a combinação linear do efeito 
de NVS fontes virtuais localizadas fora do próprio domínio; 
se existirem NS fontes reais dentro de Ω, o seu efeito pode 
também ser diretamente incorporado, obtendo-se a se-
guinte representação para o campo de pressões.

	 p x,k( ) = QjG
j=1

NVS

Â x, x j,k( ) + AmG
m=1

NS

Â x, x0
(m),k( ) 	 (6)

Note-se que nesta equação os fatores Qj são à parti-
da desconhecidos, e têm que ser calculados através da 
resolução de um sistema de equações. Para formar este 
sistema, torna-se necessário impor condições de frontei-
ra adequadas num conjunto de pontos discretos sobre a 
fronteira (pontos de colocação), na forma de pressões ou 
velocidades conhecidas, ou de uma impedância superfi-
cial. Não sendo objetivo deste trabalho a descrição 
exaustiva de formulação, o leitor pode encontrar os de-
talhes matemáticos em Godinho et al [24, 25].

2.3.  Resolução e problemas de grande dimensão

Um dos principais problemas dos métodos agora 
apresentados prende-se com a sua aplicação a proble-

mas de grande dimensão, em que se necessita de utilizar 
um grande número de pontos/elementos para descrever 
as suas fronteiras. Por serem métodos baseados em so-
luções fundamentais, com valor não nulo em todo o do-
mínio, a matriz do sistema de equações a resolver é 
completamente preenchida, o que origina um enorme 
custo computacional (em particular em termos de me-
mória) se o número de nós/elementos for elevado. Por 
esse motivo, têm vindo a ser desenvolvidas técnicas 
complementares que permitem uma mais eficiente imple-
mentação, com uma muito significativa poupança de 
memória e tempo de cálculo. Uma revisão destes méto-
dos pode ser encontrada no trabalho de Liu et al [26], 
incluindo uma descrição matemática das principais es-
tratégias disponíveis.

No contexto do presente trabalho, refere-se apenas 
a grande utilidade de métodos como o “Fast Multipole 
Method” ou o “Adaptative-Cross-Approximation”, que 
permitem, quando usados em conjunto com algoritmos 
iterativos de resolução de sistemas, uma grande pou-
pança de memória e tempo de cálculo. Em ambos os 
casos, os métodos baseiam-se na análise da geometria 
do problema e na identificação de zonas entre as quais 
ocorrem interações fracas ou fortes, e dividindo a matriz 
global do problema em múltiplas submatrizes, e usando 
uma estrutura hierárquica. Abordando por exemplo o 
“Adaptative-Cross-Approximation”, no caso de intera-
ção forte, esta é abordada com a formulação BEM tra-
dicional para o cálculo da respetiva submatriz; no entan-
to no caso de interação fraca entre duas regiões, o seu 
cálculo pode ser muito simplificado e acelerado, calcu-
lando apenas algumas componentes da respetiva sub-
matriz. A Figura 3a ilustra esquematicamente a configu-
ração da matriz de sistema; nesta figura, a matriz 
encontra-se dividida em submatrizes, e apenas os pe-
quenos blocos que se encontram representados a negro 
necessitam de ser completamente calculados, sendo os 
restantes aproximados pelo método referido. Para ter 
uma perspetiva sobre a poupança de memória que a 
estratégia permite, a Figura 3b ilustra, para um mesmo 
problema genérico, os requisitos de memória do BEM 
tradicional e do BEM em conjunto com esta abordagem, 
sendo possível observar uma redução dos requisitos de 
memória para cerca de 20 % dos originais. A mesma 
estratégia pode ser usada com o MFS, conduzindo a 
resultados semelhantes.

Para complementar a informação agora apresentada, 
na Figura 4 ilustra-se o tempo de cálculo para os mes-
mos dois modelos (BEM convencional e com “Adaptati-
ve-Cross-Approximation”), para a resolução de um mes-
mo problema com diferentes discretizações. Também 
para o tempo de cálculo se torna evidente a enorme 
vantagem proporcionada por este tipo de estratégia.

Figura 2.  Representação esquemática do problema 
para aplicação do MFS.
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3.  Exemplos prácticos de aplicação

Existem múltiplas publicações onde os métodos 
descritos foram já aplicados em modelações de enge-
nharia acústica, incluindo modelos de muito grande di-
mensão, como por exemplo o artigo de revisão de Liu 
et al [26] ou as referências [5], [9] e [10]. A título de 
exemplo, ilustram-se nas figuras 5, 6 e 7 aplicações do 
BEM e do MFS, realizadas pelo autor, em três cenários 
distintos: propagação de ondas acústicas em redor de 

barreiras acústicas [16, 17]; estudo do desempenho de 
cornetas (“Horns”) acústicas [18, 19]; estudo do com-
portamento de cristais sónicos e estruturas periódicas 
[20, 21, 22, 23]. Estas figuras são apenas exemplifica-
tivas de algumas possíveis aplicações dos métodos 
abordados, e todos os detalhes sobre este tópico po-
dem ser encontrados totalmente descritos nas referên-
cias indicadas. Dado o âmbito da presente comunica-
ção, não se exploram ou sequer se descrevem aqui 
estes resultados.

Figura 3.  a) Representação esquemática da divisão de uma matriz de grande dimensão em múltiplas submatrizes 
para aplicação do método “Adaptative-Cross-Approximation”.
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Figura 5.  Exemplo de aplicação do BEM a estruturas do tipo barreira acústica  
com superfície irregular: a) geometria da superficie da barreira; b) Distribuição  

do SPL para 500 Hz (esquerda) e 1000 Hz (direita); c) Propagação da onda  
acústica no domínio do tempo nos instantes 17.7ms e 34.3ms.
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Figura 6.  Exemplo de aplicação do MFS à modelação 3D de uma “horn”: a) aspeto global do modelo MFS 3D; b) diretividade a 5000 Hz segundo um 
plano horizontal e vertical (experimental a tracejado, MFS a cheio); d) ângulo de cobertura da “horn” a -6dB no plano horizontal e vertical.
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Figura 7.  Exemplo de aplicação na modelação de estruturas periódicas: a) modelação MFS 2D de um cristal sónico e comparação com medição 
experimental realizada em laboratório; b) comparação de resultado de modelação MFS de um cristal sónico com medição experimental; c) modelação 

MFS 3D uma estrutura periódica finita constituída por 450 esferas (à esquerda) e perda por inserção nos 567 Hz (centro) e 840 Hz (direita).

4.  Conclusões

A presente contribuição pretendeu apresentar, de 
uma forma breve e sucinta, uma perspetiva sobre os 
conceitos fundamentais e o potencial de aplicação de 
dois métodos numéricos de grande interesse no domí-
nio da acústica. Embora menos divulgados que o mais 
tradicional método dos elementos finitos, os métodos 
dos elementos de fronteira e das soluções fundamen-
tais apresentam algumas vantagens específicas para 
aplicações no domínio da acústica, em particular em 
domínios infinitos ou semi-infinitos. De facto, os dois 

métodos permitem uma descrição muito compacta dos 
meios de propagação apenas em termos das suas fron-
teiras, e permitem incluir automaticamente as condi-
ções de campo infinito em meios não limitados de for-
ma muito rigorosa, dispensando condições fictícias ou 
camadas absorventes. A elegância matemática e de 
discretização que os métodos proporcionam, o seu ri-
gor, e a capacidade que os atuais meios computacio-
nais lhes conferem para lidar com problemas de grande 
dimensão justificam o seu conhecimento por parte de 
investigadores e engenheiros da área de acústica e po-
dem abrir portas à resolução de problemas bastante 
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complexos e de abordagem difícil pelos métodos mais 
tradicionais.
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