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ABSTRACT

The propagation of acoustic waves inside structured materials can be extraordinary modified by using
subwavelength size resonant inclusions. Those structures are named metamaterials. In this work, we study
acoustic panels based on metamaterials specially designed to show perfect sound absorption by using the
critical coupling of the structure to the exterior medium. We report perfect absorption produced by both, rigid
backed panels and panels including ventilation and holes, where the flux of air is allowed through the
structure. The structures are made by a rigid panel perforated by slits. Each slit is loaded by a set of
Helmholtz resonators, producing slow-sound conditions. Thus, the slits become deep subwavelength
resonators. The system is analyzed theoretically using the transfer matrix method and a modal expansion,
including the thermoviscous effects. The first method allows to study the effects of the discrete number of
resonators, while the second one allows to derive the effective parameters of the system. A finite element
method including thermoviscous losses and experiments were used to validate the results. The designed
panels show a thickness of between 40 and 88 times smaller than the wavelength in the case of
monocromatic absorption (300 Hz), and 10 times smaller than the wavelength in the case of broadband
absorption (10 cm for perfect absorption between 300 Hz and 1 kHz). The experimental results using 3D
printed samples show perfect agreement between the analytical and numerical predictions, allowing its
practical application for noise control.

RESUMEN

La propagacion de ondas acusticas en el interior de materiales estructurados puede ser modificada
extraordinariamente mediante la introduccion de elementos resonantes con dimensiones mucho mas
pequefias que la longitud de onda de su frecuencia de resonancia. Dichas estructuras se denominan
metamateriales. En este trabajo presentamos paneles acusticos basados en metamateriales especialmente
disefiados para presentar absorcién acustica perfecta mediante el acoplo critico de la estructura con el
medio exterior. Presentamos absorcién perfecta producida tanto por paneles situados sobre paredes
perfectamente rigidas, como en paneles con ventilacién donde se permite el flujo de aire a través de la
estructura. Los paneles estan formados por un panel rigido ranurado, donde sobre cada ranura se sitda un
array de resonadores de Helmholtz que produce propagacion lenta. Asi, cada ranura se comporta como un
resonador mas pequefio que la longitud de onda. El sistema es analizado analiticamente mediante dos
métodos: la matriz de transferencia y una expansion modal, incluyendo en ambos las pérdidas
termoviscosas. El primero permite incluir los efectos finitos de la estructura y el segundo los parametros
efectivos del sistema. El método de los elementos finitos incluyendo pérdidas termoviscosas se ha
empleado para para verificar las aproximaciones analiticas de ambos modelos. Los paneles disefiados
presentan un grosor entre 40 y 88 veces mas pequefio que la longitud de onda absorbida en el caso de
absorcion monocromatica (300 Hz), y 10 veces mas pequefio que la longitud de onda en el caso de paneles
absorbentes de gran ancho de banda (10 cm para absorcion perfecta entre 300 y 1000 Hz). Los resultados
experimentales en estructuras impresas en 3D muestran un perfecto acuerdo entre las predicciones
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numeéricas y analiticas, demostrando las posibilidades de aplicacion de dichos paneles para el control de
ruido.

1. INTRODUCION

En ingenieria acustica se emplean, basicamente, dos tipos de paneles para el control del sonido.
En primer lugar, los tratamientos anecéicos, y en segundo, materiales para reducir la transmisién
acustica. El primer tipo de materiales requiere que el coeficiente de reflexion de la superficie sea
nulo. Esto ha sido tradicionalmente conseguido mediante el uso de materiales porosos y fibrosos,
gue son principalmente eficientes en el régimen inercial y para frecuencias superiores a la
denominada resonancia de cuarto de onda, es decir cuando f =c/4L, donde la velocidad del
sonido en el material poroso, ¢, es del orden de la velocidad del sonido en el aire, siendo L el
espesor del material [1]. Por otro lado, una solucién tipica para la reduccion de la transmision del
sonido se obtiene mediante el uso combinado de varios paneles rigidos altamente reflectantes
con laminas de material poroso entre ellos. Estas estructuras son particularmente eficientes para
frecuencias superiores a los modos Fabry-Pérot de la ldmina de material equivalente, f =c/2L.
Por ello, ambos tipos de materiales resultan en limitaciones practicas debido al excesivo espesor
necesario, L, cuando se trata de manipular sonido de baja frecuencia. De particular interés es el
disefio de materiales simultaneamente anecdicos y con transmision nula, es decir, absorbentes
perfectos para problemas con transmisién acustica.

En el caso de problemas en reflexién, los metamateriales acusticos son soluciones eficientes
para el disefio de absorbentes que pueden presentar simultdneamente un grosor mas pequefio
que la longitud de onda y absorcién perfecta. Estos incluyen los materiales meta-porosos [2-4],
materiales compuestos por membranas [5-7], resonadores de cuarto de onda [8,9] y resonadores
de Helmholtz [10-11]. Mediante el empleo de dispersidn fuerte, se puede reducir la velocidad del
sonido en el interior del material (propagacion lenta), reduciendo enormemente la frecuencia de
resonancia de la cavidad y reduciendo por tanto el espesor del material [9,10].

En el caso de los problemas en transmision, la absorcién perfecta del sonido de manera selectiva
en frecuencia ha sido observada recientemente usando metamateriales con membranas
decoradas [12], resonadores acoplados en una guia de ondas [13], o mediante el uso de un array
de resonadores produciendo absorcién quasi-perfecta [14]. Sin embargo, para la configuracion
en transmision, el problema de la absorcion perfecta cubriendo un gran ancho de banda no ha
sido resuelto hasta la fecha.

En este trabajo se presentan absorbentes acusticos basados en metamateriales especialmente
disefiados para presentar absorcion acustica perfecta en un gran ancho de banda mediante el
acoplo critico de la estructura con el medio exterior. Asi, presentamos absorcion perfecta
producida tanto por paneles situados sobre paredes perfectamente rigidas (problema en
reflexién), como en paneles con ventilacién donde se permite el flujo de aire a través de la
estructura (problema en transmisién). En particular, los paneles estan formados por un panel
rigido ranurado, donde sobre cada ranura se sitda una serie de resonadores de Helmholtz, como
muestra la Fig. 1, pudiendo los resonadores ser diferentes.
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Fig. 1 (a) Geometria del metamaterial. (b) Esquema del problema en reflexion y en (c) transmision.

2. METODOS

El problema se ha resuelto analiticamente mediante el método de la matriz de transferencia, una
expansion modal (MEM) y sus correspondientes parametros efectivos, numéricamente mediante
el método de los elementos finitos (FEM), y validado experimentalmente.

2.1. La matriz de scattering y absorcion perfecta

Para describir las propiedades de scattering de un sistema unidimensional dado, podemos definir
la matriz de scattering que relaciona la amplitud de las ondas incidentes ( A= e y D= eikx)
y salientes (B =e™ y C =e™) de la estructura como:

SHGHE S 3T

donde T y R son los coeficientes de transmision y reflexion y el superindice indica la direccion de
propagacion.

Para que un sistema presente absorcion perfecta, o lo que es analogo, ausencia de scattering,
los valores propios de la matriz de scattering han de ser cero [7]. Ello se consigue cuando las
perdidas intrinsecas de la estructura compensan exactamente la radiacion de la estructura. En
estas condiciones se dice que la estructura esta acoplada criticamente_con el medio [7]. Los
valores propios de la matriz de scattering vienen dados por 4, =T * R*R™ . Asi, los ceros y
polos de los valores propios de la matriz de scattering proporcionan una abundante informacion
para interpretar el sistema y encontrar las condiciones para la absorcién perfecta, permitiendo el
disefio del material, como veremos posteriormente.

2.2. Método de la matriz de transferencia (TMM)
Asumiendo que la altura de las ranuras es mucho mas pequefia que la longitud de onda,
podemos considerar que en el interior de cada ranura so6lo se propagan ondas planas. Asi,
podemos relacionar la presion y velocidad de particula (p, v«) al inicio (x=0) y final (x=L) del
material mediante la matriz de transferencia como:

T, T
AL
VX x=0 VX x=L T21 T22 Vx X=L

donde T es la matriz de transferencia total que viene dada por el productorio de las diferentes
matrices de transferencia M que componen el material como

AIsll'( !

N
T=M{ TMMMIEMIIME 3
n=1
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donde M[ I es la matriz de transferencia del n-ésimo medio segmento de la ranura, M[”] es la
matriz de transferencia del n-ésimo resonador, y MAI es la matriz de transferenma de la
correccion por radiacion debido a los posibles cambios en Ia seccion para elementos intermedios
o al acoplo con el medio exterior en el caso de los elementos iniciales y finales. Las diferentes
matrices de transferencia para este material se pueden encontrar en [17]. Es importante sefialar
que las pérdidas termo-viscosas son tenidas en cuenta asumiendo una densidad y
compresibilidad efectivas del aire, complejas y dependientes de la frecuencia, que dependen de
la seccién y geometria de cada elemento que compone el metamaterial [15]. En este caso se
han empleado tubos de seccién cuadrada [17].

La relacion entre la matriz de scattering y la matriz de transferencia viene dada por:

- pett n  TatT/Z,-ZT, T, o T T IZ,-Z T, 4T, @
-l—ll +T12 / ZO + ZOTZI +T22 Tll +T12 / ZO + ZOTZI +T22 Tll +T12 / ZO + ZOT21 +T22

donde Z, es la impedancia caracteristica del medio a }/acente a la estructura, normalmente aire.
Por dltimo, la absorcion es calculada como  =1—|R)| |T|

2.3. Expansién modal y parametros efectivos (MEM)

Cuando los resonadores son idénticos, es posible realizar una expansién modal [9,14] del
sistema considerando el efecto de los resonadores como una modificacién de la impedancia de
la pared de cada ranura (linea roja punteada en la Fig. 1). Ello nos proporciona los pardmetros
efectivos del sistema, que son validos para frecuencias inferiores a la resonancia de los
resonadores [14] y sistemas en los que los resonadores son idénticos.

2.4. Método de los elementos finitos (FEM)

Para validar los métodos analiticos, se ha obtenido la solucién numérica del problema mediante
FEM teniendo en cuanta las pérdidas termo-viscosas en el aire asumiendo sus parametros
efectivos [15]. Para ello se ha empleado el software COMSOL Multiphysics 5.2 con una
geometria 3D, donde el mallado se ha refinado para asegurar 5 elementos por cada conducto
del metamaterial (>50 elementos por longitud de onda).

2.5. Test experimental y disefio de las estructuras

Para demostrar la validez de los métodos, se han realizado test experimentales de medida de
coeficiente de reflexién y transmision en un tubo de impedancia de 15 x 15 cm. Las estructuras
fueron fabricadas mediante técnicas de impresion 3D mediante estéreo-litografia empleando un
epoxy translucido fotoresistivo (Accura 60). Debido a que la impedancia caracteristica del epoxy
sélido es 5000 veces mayor que el aire, asumimos que el acoplo vibro-acustico en las paredes
del metamaterial es despreciable.

3. RELACION DE DISPERSION EN EL METAMATERIAL: PROPAGACION LENTA
Suponiendo que el material es homogéneo con resonadores idénticos, podemos calcular las
relaciones de dispersion en el interior del metamaterial. La Fig. 2 muestra como tras introducir
los resonadores creamos una banda prohibida de propagacién o bandgap para frecuencias
superiores a la resonancia de los resonadores, wur, donde la propagacion en el material es
evanescente debido a que la parte imaginaria del nimero de onda es no nula (zona gris en Fig.
2). Por otro lado, para frecuencias cercanas al bandgap se observa una propagacion dispersiva:
la velocidad de fase no es constante con la frecuencia.
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Fig. 2. (Izquierda) Relacion de dispersion en el material, parte real del nimero de onda en funcion de la
frecuencia. (derecha), velocidad de fase en el material.

Para frecuencias ligeramente inferiores a la resonancia, se produce una fuerte dispersion y la
velocidad de fase es fuertemente reducida produciendo una propagacion lenta (slow-sound). Por
ello, se inducen modos de cavidad en el metamaterial a frecuencias bajas: la ranura se comporta
como un resonador mucho mas pequefio que la longitud de onda [10,14]. La reduccién de la
velocidad de propagacién en el metamaterial nos permite reducir el grosor del panel y
permitiendo el disefio de absorbentes con dimensiones més pequefias que la longitud de onda.

4. PROBLEMA EN REFLEXION

Para el problema en reflexion, en el que suponemos una pared rigida detras de material, la matriz
de scattering, Eqg. (1), presenta un Unico valor propio, que resulta ser el valor absoluto del
coeficiente de reflexion, 4, =41 =|R| , puesto que T=0, y R"=R™ . Por ello, en esta
configuracion el problema de obtener absorcion perfecta se reduce, como es bien conocido, a
conseguir un acoplo de impedancia. Asi, mediante la optimizacion de la geometria podemos,
simultaneamente, inducir una propagacion lenta en las ranuras, a la vez que logramos el acoplo
critico de la estructura con el medio exterior. La Fig. 3 (a) muestra el disefio conceptual del panel
para lograr absorcién perfecta a una frecuencia, por lo que es suficiente emplear un solo
resonador en cada ranura. La Fig. 3 (b) muestra el prototipo construido mediante impresion 3D.
La frecuencia de resonancia del resonador es de 370 Hz, y la velocidad de fase en las ranuras
se reduce fuertemente respecto de la velocidad del sonido en el aire, Fig. 3 (c). Se observa
absorcién perfecta a 338.5 Hz, correspondiente al modo de cavidad del material. Para demostrar
gue la absorcion es perfecta, el valor propio de la matriz de scattering, es decir, |R|, es
representado en el plano complejo de frecuencias, Fig. 3 (e). Para lograr absorcion perfecta, el
coeficiente de reflexion ha de ser cero. Podemos observar que al variar los parametros
geomeétricos el cero cruza el eje real de frecuencias, por lo que aseguramos que se produce
absorcién perfecta en esta configuracién. Por Ultimo, mostramos la dependencia de la absorcién
con el &ngulo de incidencia. Puesto que el material es localmente reactante se observa absorcion
guasi-perfecta para angulos de incidencia menores que 60°, y el coeficiente de absorcién en
campo difuso es 0.93.
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Fig. 3. (a) Disefio conceptual del panel, (b) fotografia del prototipo en el tubo de impedancia, (c) velocidad
de fase en el interior del material, (d) Absorcion medida experimentalmente (cruces), FEM (circulos), TMM
(azul), MEM (rojo) y parametros efectivos (gris). (e) Representacion del coeficiente de reflexion en el plano
de frecuencia compleja y trayectoria del cero al variar los pardmetros geométricos, (f) absorcion en
funcion del &ngulo de incidencia, absorcion en campo difuso.

5. PROBLEMA EN TRANSMISION

El problema en transmision es mas complejo puesto que la matriz de scattering presenta dos
valores propios diferentes 4, , QT +y{R*R™|. Para lograr absorcién perfecta, ambos valores
propios han de ser cero. Usando resonadores de Helmholtz idénticos, nuestro grupo demostré
que absorcién perfecta no puede ser posible [14]. Aqui, empleamos un sistema asimétrico con
resonadores diferentes para lograr el acoplo critico de la estructura y obtener absorcion perfecta.

5.1. Absorbente perfecto monocromético

En primer lugar, presentamos la configuracion basica para acoplar criticamente la estructura con
el medio exterior a una frecuencia. La Fig. 4 (a) muestra un esquema del metamaterial con dos
resonadores ligeramente diferentes. Puesto que la estructura es asimétrica, la propagacion
depende de la direccidn de propagacion. En el sentido indicado en la figura, el resonador de més
baja frecuencia de resonancia (f1)) se encuentra en el fondo de la estructura. Puesto que dicho
resonador introduce un minimo en la transmision para frecuencias superiores a su resonancia
por medio de la introduccién de un bandgap (ver seccién 3), para frecuencias ligeramente
superiores a f; las ondas son reflejadas por ese resonador. Ello se aproxima a una condicion de
contorno rigida para dicho rango de frecuencias. Entonces, un segundo resonador se coloca con
una frecuencia de resonancia ligeramente superior, f,. Al igual que se realiz6 en el problema en
reflexién, este resonador permite por un lado acoplar en impedancia el material y por otro producir
propagacion lenta en la ranura, por lo que el espesor del material puede ser mucho menor que
la longitud de onda en aire.
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Fig. 4. (a) Esquema del metamaterial y disefio conceptual. (b) Absorcién y (c) reflexion y transmisién de la
estructura. Las frecuencias de resonancia de los resonadores estan marcadas con las flechas. (d-f)
valores propios de la matriz de scattering.

La Fig. 4 (b,c) muestra la absorcion perfecta obtenida de manera analitica, numérica y
experimental, con un perfecto acuerdo entre los métodos analiticos y numérico, y un excelente
acuerdo entre ambos y los resultados experimentales. En particular, tras emplear algoritmos de
optimizacién numérica (sequential quadratic programming [16]), se obtuvo una estructura con un
espesor 40 veces més pequefio que la longitud de onda, donde la frecuencia absorbida fue 300
Hz y el espesor del panel 2.4 cm. Es importante sefialar que la estructura permite el paso del
flujo de aire por las ranuras. Por ultimo, para demostrar que la absorcion es perfecta mostramos
la representacion de los valores propios de la matriz de scattering en el plano de frecuencia
complejo. En la configuracion obtenida existe un cero de ambos valores propios a la misma
frecuencia situado sobre el eje real de frecuencias. Por ello, la estructura no presenta scattering
y esté acoplada criticamente con el medio adyacente: la absorcién es perfecta.

5.2. Absorbente de gran ancho de banda: Rainbow Trapping Absorber

Las configuraciones anteriores demuestran absorcion perfecta en metamateriales a una unica
frecuencia. Sin embargo, para aplicaciones de ingenieria aclstica es mas interesante obtener
respuestas que cubran gran parte del espectro audible. Ello se puede conseguir afiadiendo una
serie de resonadores en cascada a la configuracién anterior, como muestra la Fig. 5, cada uno
con una frecuencia de resonancia ligeramente superior al anterior. Asi, cada resonador reduce
la transmisién para frecuencias superiores a su resonancia, y el siguiente resonador acopla en
impedancia la onda incidente a frecuencias ligeramente inferiores. El hecho de que los
resonadores externos sean los de frecuencia mas alta permite generar un perfil en forma de cufia
lo que facilita el acoplo de impedancia de toda la estructura. Asi, la absorcién producida no solo
cubre un gran ancho de banda, sino que ademas el rizado debido a las resonancias se reduce
produciendo una banda de absorcién plana de 300 a 1000 Hz con una estructura de 11 cm, es
decir, un panel 10 veces mas pequefio que la longitud de onda mas larga absorbida. Los datos
de absorcién, Fig. 5 (b,c), obtenidos a partir del modelo analitico estan en excelente concordancia
con el modelo numérico, mientras que la concordancia con los datos experimentales es muy
satisfactoria. Por otro lado, las Fig. 5 (d,e) muestran los valores propios de la matriz de scattering
en el plano de frecuencia complejo. Podemos ver que los ceros de los valores propios se
localizan sobre el eje real, por lo que la absorcion producida a esas frecuencias es perfecta: la
estructura esté acoplada criticamente con el medio exterior.
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Fig. 5. (a) Fotografia de la estructura impresa en 3D. Las frecuencias de resonancia aparecen marcadas
en la parte superior. (b) absorcién y (c) reflexiéon y transmisién. (d,e) valores propios de la matriz de
scattering en el plano de frecuencia complejo, en escala logaritmica.

Por dltimo, y a modo de ilustraciéon, mostramos en la Fig. 6 el campo en el interior de la estructura
obtenido con simulacion numérica incluyendo las pérdidas termoviscosas. Podemos observar
que la energia se concentra para cada frecuencia en una zona del material, hecho caracteristico
de los materiales dispersivos en los que sus propiedades varian gradualmente con el espacio.
Por esta raz6n denominamos este metamaterial como rainbow trapping absorber.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se han propuesto varios paneles absorbentes asados en metamateriales
compuestos por en resonadores de Helmholtz. Por un lado, la introduccion de los resonadores
introduce una fuerte dispersién en la propagacion, introduciendo una propagacion lenta del
sonido en su interior. Ello permite reducir el espesor de los paneles hasta dimensionas mucho
mas pequefias que la longitud de onda. Por otro lado, los modelos analiticos desarrollados
permiten la modelizacion precisa de las pérdidas en el material, permitiendo ajustar la geometria
de la estructura para lograr el acoplo critico de la estructura con el medio exterior y obtener una
absorcién perfecta. En particular, se ha mostrado absorcién perfecta para problemas en reflexién
con un panel 88 veces mas pequefio que la longitud de onda a 300 Hz, y para el problema en
transmision en 40 veces mas pequefio que la longitud de onda para el caso monocromatico y 10
veces mas pequefio para una estructura que cubre un rango de aproximadamente dos octavas,
desde 300 a 1000 Hz. El presente trabajo permite profundizar en los mecanismos fisicos de
absorcién en estructuras resonantes y metamateriales, asi como abrir puertas en el disefio de
nuevos absorbentes acusticos estructurados de tamafio que tienen aplicacién practicas directas
en el control de ruido de baja frecuencia.
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Fig. 6. (a-h) Campo acustico en el interior de la estructura, para frecuencias correspondientes a los picos
de absorcién perfecta de la estructura, mapa de color en escala logaritmica, (20logao |p/po|) con po = 1 Pa.
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