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RESUMEN

En este trabajo se describe un método para evaluar los parametros elasticos de un material
elastico lineal partiendo de medidas de aceleracion como las realizadas en el ensayo
experimental para medir la rigidez dinamica de un material. Excitando arménicamente la losa
en un rango de frecuencias pueden hallarse los parametros elasticos en dicho rango de
frecuencias, por lo que el material a caracterizar puede presentar comportamiento viscoelastico
lineal. El material de la losa ha de ser mucho mas rigido que el de la lamina del material a
caracterizar, no ha de haber deslizamiento ni entre losa y lamina ni entre lamina y suelo. El
espesor de la lamina ha de ser mucho menor que su anchura.

ABSTRACT

This paper describes a method to evaluate the elastic parameters of a linear elastic material
based on acceleration measurements as those in the experimental test for measuring the
dynamic stiffness of a material that can be viscoelastic. The material of the plate must be much
more rigid than the material of the sheet to be characterized. There is no slip between slab and
plate nor between sheet and floor and the thickness of the sheet must be much smaller than its
width.
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1. INTRODUCCION

El procedimiento para la determinacién de la rigidez dinamica de un material viene descrito en
la normativa [1]. La configuracién experimental basica esta formada por un martillo de impactos
con un sensor de fuerza y un acelerébmetro. A partir de los datos de ambos sensores se
determina la funcién de transferencia que, normalmente, si el golpe se lleva a cabo en el centro
de la placa, presenta un maximo a una frecuencia determinada, fs. A partir de este dato y de la
masa de la placa se determina la rigidez dindmica del material.

En este trabajo se propone una metodologia para determinar, no sélo la rigidez dinamica, sino
todos los parametros elasticos de un material elastico lineal partiendo de medidas de
aceleracion como las realizadas en el ensayo experimental para medir la rigidez dinamica de
un material. EI material de la losa ha de ser mucho mas rigido que el de la lamina del material a
caracterizar, no ha de haber deslizamiento ni entre losa y lamina ni entre lamina y suelo. El
espesor de la lamina ha de ser mucho menor que su anchura.

2. FUNDAMENTOS DEL METODO. ANALISIS ARMONICO

Se aplica en un punto P(e + h, yg, zz) cualquiera de la superficie superior de la losa una fuerza
armonica de valor {F, e'“%,0,0} y se calcula la aceleracion (segln el eje X) en un punto Q(e +
h,yq,2¢) cualquiera de la superficie superior de la losa. Se intentan reproducir las medidas
experimentales que sirven de base para medir la rigidez dinamica de un material (ver figuras 1)

El planteamiento es idéntico al seguido en [2] introduciendo en las ecuaciones de equilibrio
dinamicas la fuerza armaénica aplicada. Por completitud se citan las hip6tesis del planteamiento:

¢ No hay deslizamiento entre la losa y la inter-capa ni entre el suelo y la inter-capa.

e Larigidez del material de la losa es mucho mayor que la rigidez del material de la inter-
capa, pudiendo la losa ser considerada como un sdélido rigido.

e Elespesor e de la inter-capa es mucho méas pequefio que su anchura , (e« VA)

e Existe linealidad: a) Del material de la inter-capa: es valida la ley de Hooke (elasticidad
lineal); b) Geomeétrica: es valido el principio de los pequefios desplazamientos, segun
el cual, al aplicar las fuerzas sobre los cuerpos, los desplazamientos que se originan
son pequefios en relacién con las dimensiones de los mismos. Por tanto, las
variaciones dimensionales no afectan practicamente a las distancias implicadas en las
ecuaciones de equilibrio dinamico.

e Las funciones u(x,y,zt),v(Xy,z,t),w(X,y,z,t) son continuas, asi como sus derivadas
primeras (deformaciones, componentes de giros y componentes de la velocidad
angular) y todas éstas (funciones y derivadas) son infinitésimos de primer orden (la
derivada temporal se representara por un punto).

La notacidn que se utiliza es la siguiente: G*= centro de masas de la losa; O = centro cara
inferior de la losa (o de la cara superior de la inter-capa); Q* = origen del sistema de
coordenadas cartesiano Q*XYZ (centro de la cara inferior de la inter-capa) ;
u(x,y,z,t),v(x,y,z,t),(x,y,z,t) = movimientos de los puntos de la inter-capa (funcién de las
coordenadas cartesianas x,y,z) y del tiempo t; e = espesor de la inter-capa; A = area de las
caras superior e inferior de la losa ( o de la inter-capa); h = espesor de la losa h=m/pA: m =
masa de la losa; p = densidad del material de la losa; v es el coeficiente de Poisson; E es
el médulo de elasticidad longitudinal o0 mddulo de Young; K es el médulo de
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compresibilidad; G es el médulo de elasticidad transversal; A es el primer parametro de
Lamé; M es el mdédulo de onda P

(a) (b)
Figura 1 — Vista en planta (izquierda) y alzado (derecha) de la configuracién bajo estudio.
El primer paso es resolver las nuevas ecuaciones de equilibrio dindmico y determinar los

desplazamientos y las rotaciones del centro de masas de la losa. Para calcular la aceleracién
de Q se emplea la expresion (1), obteniendo la expresion (2):

il il S 1)
bt =1t +6 x G'Q
W Q W G*
_wzFoezwt
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+ Foe'“t(zrzq
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Dividiendo la expresion anterior por Fye'®t:

uQ ﬁ—G* éyZQ - szQ (3)

Foeiwt Foeiwt Foeiwt

Haciendo:

g —w? 4)

Fretat = > = AcG*(w,M,p,e,A,m)
Aw,/Mp Cot (ew\/%) — mw?

byzq — 6,74 (5)
> Foei(utz = (2rZq + YrYq) fo(w,M,p,e,A,m,h, G)

donde:

fo(w,M,p,e,A,m,h,G) (6)
= Sin (ew\[%) [12(0 [—A\/G_pCos (ew\fg) + mwSin (ew\fg)]l

/|6AhmVGM Cos? (ew\/g)

+A\[GpCos (ew\/g) [(—6hm\/¥ + AZ\/M_p> Cos (ew\/%)

— (4 + €2 + 3h®)mwSin (ew\/%)]
+ mSin (ew\/é) (—Azw\/M_pCos (ew\/%) + 6ARVGMSin (ew\]g)

+[-124Gh + (4 + e))mw?1Sin (ew\/%»]

Resulta:

ilg (7)
Foeiwt
= AcG*(w, M, p,e,A,m) + (zpzq + YrYo)fo(w, M,p,e,A,m, h, G)

AcQ(w, M,p,e,A,m,h,G,yg, ZF,yQ,zQ) =
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3. METODOLOGIA PROPUESTA

Se conocen p,e,A,m,h y se desea hallar los parametros elasticos M(w) y G(w) para cada
frecuencia w = 2nf

Al hacer las medidas, se tienen, para cada frecuencia w = 2nf

e AcQ, medida en el punto Q,(e +hYo, 20,) cuando se aplica la fuerza en el punto
Pl(e + h:yF]_:ZFl)y y

e AcQ, medida en el punto Q,(e +h Yo, 20,) cuando se aplica la fuerza en el punto
Py(e + h:)’Fz:ZFZ)

Se pueden plantear estas dos ecuaciones:
AcQ, = AcG* + (2ry20, t yFlyql)fg (8)
AcQ, = AcG™ + (Zry2q, + yFZsz)fg

Se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas AcG* y f cuya solucion es:

AcQ2Yr,Yq, — AcQ1Yr,Yq, + AcQzr 2o — AcQ12r,2g, 9
Yr1Yo, ~ YrYe, T Zr1Zq, ~ ZFy%q,

ACG*Exp =

ACQ]_ - ACQZ
YriYo, ~ YrYa, + ZF12qQ, — ZFyZq,

feExp =

La Unica condicion que deben cumplir los puntos P;, P,, Q; ¥ Q, €S que sus coordenadas
verifiquen:

Yr1Yo, — YraYe, t Zr1Zq, — Zr,%q, # 0 (10)
para que el sistema anterior sea compatible determinado.
e Célculo de M:

A partir del valor AcG* gy, calculado anteriormente y recordando que son conocidos w, p, e, A, m,
el valor de M se puede calcular resolviendo la ecuacion no lineal:

—w? (11)

Aw,/Mp Cot (ew\/%) — mw?

AcG gy = AcG*(w, M, p,e,A,m) =

Esta ecuacion admite una solucion aproximada si ew\/% « 1, en cuyo caso

1 1 12

Cot (ew /£> = = (12)
M Tan (ew ﬂ) ew b
M M

Entonces, la ecuacion anterior quedaria asi:
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X —w? —w? (13)
AcG gyp = 1 =
Aw,/Mp —mw? —/——mw?
Cuya solucion se obtiene facilmente:
ew?(AcG"gym — 1) (14)
Exp ™ AAcG gy

Este valor se puede tomar como el valor inicial de un algoritmo iterativo para calcular el valor
exacto de M que satisface la ecuacion no lineal (11) hallada antes.

e Calculo de G:

A partir del valor forxp calculado anteriormente, recordando que son conocidos w,p,e,A,m,h 'y
que se ha calculado M = Mg,,, , el valor de G se puede calcular resolviendo la ecuacion no

lineal:
fogxp = fo(w, M, p,e,A,m, h,G) (15)
= Sin (ew\/g) [IZw [—A\/G_pCos (ew\fg) + mwSin (ew\fg)]]
/|6AhmVGM Cos? (ew\/%)

+A\[GpCos (ew\/%) [(—6hm\/¥ + AZ\/M_p> Cos (ew\/%)
— (4 + e? + 3n)mwSin (ew\/%)]

+ mSin <ew\[§) <—A2w,/MpCos (ea) %) + 6ARVGMSin <ew\fg>

)

+[-124Gh + (4 + eDmw?]Sin (ew \/%

N———

Como valor inicial de G para el proceso iterativo de resolucion de esta ecuacion puede tomarse,
dando al coeficiente de Poisson un valor aproximado de 0,3 por ejemplo:

G = M(1-2v) (16)
T 2(1-v)
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Resto de parametros elasticos:

Una vez calculados M y G, ya se pueden calcular el resto de parametros elasticos:

v_M—ZG (17)
C2(M -6)

A=M-2G

K=M 4(;
B 3

_ G(4G —3M)

T G-M

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha descrito un método para determinar los parametros elasticos de un
material elastico lineal partiendo de medidas de aceleracién como las realizadas en el ensayo
experimental para medir la rigidez dinamica de un material. El punto de partida son las
ecuaciones obtenidas para los desplazamientos lineales y angulares del centro de masas de la
losa obtenidos a partir de las ecuaciones de equilibrio dindmico de la referencia [2]. Excitando
arménicamente la losa en un rango de frecuencias pueden hallarse los parametros elasticos en
dicho rango de frecuencias, por lo que el material a caracterizar puede presentar
comportamiento viscoelastico lineal. El material de la losa ha de ser mucho mas rigido que el
de la lAmina del material a caracterizar, no ha de haber deslizamiento ni entre losa y lamina ni
entre lamina y suelo. El espesor de la lamina ha de ser mucho menor que su anchura.
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