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ABSTRACT

El estudio de los haces ultrasénicos focalizados ha despertado un gran interés, desde los
primeros trabajos en los afos 50 hasta la actualidad, dadas sus multiples aplicaciones en
numerosos campos como en medicina, analisis no destructivos, y muchos otros. Sin embargo,
existen todavia ciertos aspectos sin resolver, y en algunos casos resultados contradictorios. En
este trabajo presentamos algunos resultados relacionados con la localizacion en el eje del
transductor del maximo de presion, asi como del valor real de la ganancia. Generalmente se
acepta que dicho maximo coincide o esta situado cerca del valor de la focal geométrica del
sistema. Aqui demostramos que la posicién el punto de presion maxima depende del valor del
numero de Fresnel del sistema. En particular, se muestra que en el caso de numero de Fresnel
bajo (correspondiente a sistemas con pequefa curvatura o débilmente focalizados) se produce
un importante desplazamiento del méaximo de presién hacia la posicién del transductor. Este
hecho implica una nueva definicién del concepto de ganancia, cuya expresion analitica se
presenta en este trabajo. Los resultados tedricos han sido comprobados experimentalmente,
existiendo un buen grado de acuerdo.

INTRODUCCION

La estructura del campo acustico radiado por transductores focalizados (p.ejemplo, superficies
curvas vibrantes con una cierta curvaturas) viene determinada, en el régimen lineal, por el

cociente entre la distancia de Rayleigh L, = ka”/2 (donde a es el radio del transductor y k el
numero de onda), que caracteriza el grado de divergencia debido a la difraccion, y la longitud
focal geométrica (o radio de curvatura del transductor) R, que caracteriza el grado de
convergencia por focalizacién. El cociente entre ambos parametros L,/R define el parametro

adimensional que determina la influencia relativa (aunque actuando en sentido opuesto) de
estos dos efectos. En la teoria de haces acusticos, asi como en cualquier aplicacién practica,
suele asociarse a este cociente otro significado, con una interpretacion menos general:
representa el valor de la ganancia lineal G en el punto focal geométrico de un transductor
focalizado con un angulo de apertura a. no excesivamente grande (siendo a. menor que 20°)
bajo la aproximacion de Fresnel [1].



Un analisis mas detallado muestra que, aun manteniendo su primer significado de relacion
entre dos efectos, el cociente L,/R no se corresponde con el valor correcto de la ganancia del

sistema (definida como el cociente entre la presion maxima a lo largo del eje y la presion inicial,
sobre la superficie del transductor) cuando L,<R. Esta situacion justifica la necesidad de

introducir un parametro independiente para estimar la accién relativa de los efectos de
difracciéon y focalizacion en haces acusticos focalizados. Tal parametro es el numero de
Fresnel, que por otra parte es frecuentemente usado en la caracterizacion de sistemas 6pticos
[2]. En lo sucesivo, emplearemos dicho parametro para la caracterizacion de fuentes acusticas,
hecho que no se ha realizado con anterioridad y es por lo tanto novedoso en este contexto.

El nimero de Fresnel N, se define como el nimero de zonas de Fresnel contenidas en la

parte del frente de ondas acotada por la apertura difractante (en este caso la superficie del
transductor), cuando éste es visto desde un punto de observaciéon determinado. A su vez, las
zonas de Fresnel son las regiones anulares conceéntricas del frente de ondas en las que cada
contorno circular que limita el anillo esta formado por puntos equidistantes al punto de
observacion, y de manera que la diferencia de caminos, con respecto al punto de observacion,
entre dos puntos pertenecientes a circulos adyacentes difiere en media longitud de onda
(condicion de interferencia destructiva). En el caso mas sencillo de una regién plana y circular
del frente de ondas, con radio a y longitud de onda A, el numero de Fresnel para un punto
sobre el eje a una distancia z del frente de ondas es igual al cociente entre el cuadrado del
radio de la apertura y el cuadrado de la primera zona de Fresnel (ya que las areas de todas las
zonas de Fresnel son iguales). Puesto que el radio de la m-ésima zona de Fresnel viene dado

por r, =«mAz [2], entonces
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Figura 1. Geometria del transductor ultrasénico focalizado.
F denota la posicion del foco geométrico.
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En el caso de los transductores focalizados existe un punto axial preferente, la focal geométrica
con coordenada z= R . Para este punto, el valor concreto del nimero de Fresnel es

a? L
Ny(z=R)=N, =ﬁ=ﬁ : (2)

Nétese que, pese a que difiere del parametro de ganancia en un término constante,

POSICION DEL MAXIMO DE PRESION EN EL EJE. DESPLAZAMIENTO DE FOCO

Como punto de partida en nuestro analisis, consideraremos la solucion analitica exacta para la
amplitud de presiébn compleja A(r,z), determinada por la ecuacion de ondas en la

aproximacion paraxial



A(r, z) = —ﬁexp(;irz jj exp(;—k r? }IO (E rr')A(r',O)r'dr' , (1)
z z z z
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La presion acustica total viene dada entonces por p(r,z,t)= A(r,z)e™ ™" .

En el caso mas sencillo, en el que la distribuciéon de presion es constante a lo largo del
transductor, y suponiendo un término de fase parabdlico que representa el efecto de la
focalizacién, la condicion inicial correspondiente es

ikr?

7 (2)

A(r',0)= p, exp(-

La amplitud de la presién obtenida mediante la resolucion numérica de la ecuacion (1) se
muestra en las Figuras 2 (distribucion en todo el espacio) y 3 (seccion a lo largo del eje).

Ip/py |

0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175 0.2

Figura 2. Distribucion espacial de presion Figura 3. Distribucion axial de amplitud
radiada por un transductor focalizado

A partir de (1) y (2) puede obtenerse de forma explicita la presion a lo largo del eje z, que
resulta ser
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donde las barras denotan valor absoluto, p, es la presién constante a lo largo del transductor, y
Z =z/Res una coordenada adimensional a lo largo del eje del haz. En estas nuevas

coordenadas, el foco geométrico se sittaen z =1.

La Figura 3 muestra la presién axial obtenida mediante la ecuacion (3), para un transductor
focalizado con Ne=1.28 (a=1.5cm., R=11.7 cmy A = 0.15 cm), que corresponde al sistema
utilizado en la parte experimental. En ella es claramente visible un importante desplazamiento
del maximo de presién hacia la superficie del transductor.

Es posible obtener de manera analitica la posicion axial de dicho maximo de presién. Para ello,
basta exigir que la derivada de la Ec. (3) sea nula (condicion de extremo) y resolver. De aqui se
obtiene que el maximo se encuentra a una distancia determinada por la solucion de la ecuacién
trascendente

tan(X) 1 4)
X z
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z

donde se ha definido X =

[3].

En la Figura 4 (con circulos) se muestra la solucion numérica exacta de la Ec. (4), a la que
corresponde el punto axial de maxima presién (el mas lejano del transductor), en funcién del
numero de Fresnel Nr y para algunos valores de éste. Como comparacion se muestra también

en linea discontinda el resultado analitico aproximado Z,, =1-12/x>N; obtenido previamente

por otros autores, (ver Ref. 3). Resulta evidente la inexactitud de dicha expresién para evaluar
el desplazamiento de foco en el caso de niumero de Fresnel bajo.

A continuaciéon presentamos el analisis que permite obtener una féormula para el mencionado
desplazamiento focal, pero valida para el rango completo de numeros de Fresnel (es decir,
para transductores con curvatura y/o tamafio arbitrario). Para ello, es conveniente escribir
primero la ecuacion (4) en la forma

sin(X) [ 2X
— _(TENF +ljcos(X). (5)

~

La solucién numérica de (5) muestra que la funcién X (N, z,...(N)) varia desde valores muy
pequefios para N, grande, hasta valores cerca de la unidad para N, pequefio. Ello permite

realizar un desarrollo en series de potencias de la ecuacién (5) hasta tercer orden en X . Para
estos desarrollos, es preferible el uso de la ecuacion (5) en lugar de la ecuacion (4) con el
término tan(X), ya que las series alternantes en la ecuaciéon (5) muestran una mejor

convergencia y el resultado el mas preciso, como veremos.

~

De este modo, se obtiene la siguiente ecuacion cuadratica para la determinacion de z

max ’
247° =n* N (3-47+2%), (6)

cuya solucidn proporciona la dependencia de la localizacion del maximo de presion axial zZ, .
con el numero de Fresnel N,

> 3nN 7)

AN, +4nNE + T2

Notese que en el limite en que N, es grande la ecuacion (7) se reduce a z,, ~1-12/n’N},
que es la expresion aproximada mencionada anteriormente.
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Figura 4. Posicién del méaximo de presion
axial en funcién del nimero de Fresnel (ver
texto).
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La nueva expresién para z que hemos obtenido es muy precisa (proporciona resultados

muy proximos a los obtenidos mediante el analisis numérico de la ecuacién (3) como se
aprecia en la Figura 4, linea continua). La principal conclusion de los resultados presentados
en la Figura 4 es que para N, > 6 (es decir, para transductores focalizados con alto numero de
Fresnel) el maximo principal de presién se encuentra muy préoximo al foco geométrico, mientras
que para N, <3 (es decir, para transductores focalizados con bajo numero de Fresnel) la

diferencia entre ambos puntos axiales puede ser grande, y la posicién del maximo se ve
considerablemente desplazada hacia el transductor.

max

Nétese que, aunque los transductores con alto niumero de Fresnel se utilizan con mas
frecuencia en las aplicaciones usuales (que requieren gran focalizacién y concentracion de
energia), los de bajo nimero de Fresnel también son utilizados en la practica, y de hecho son
fabricados en series por varias casas comerciales. Con uno de estos transductores se ha
medido experimentalmente el desplazamiento del maximo de presién axial. Para el transductor
mencionado anteriormente (usado en la simulacién), la distribucién de presiones se midi6 a lo
largo del eje z en régimen lineal (Figura 5). El resultado experimental muestra que, para el
transductor examinado en el experimento, con N = 1.28, el punto de maxima presion se
localiza a 7 cm de la fuente, que teniendo en cuenta el radio de curvatura del transductor
utilizado R = 11.7 cm resulta una coordenada adimensional para este punto iguala z_, ~0.6,

la cual muestra un buen acuerdo con el valor calculado teéricamente 0.67 (ver Fig. 3).
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Figura 5. Distribucion axial de
presiones obtenida expe-
rimentalmente. La focal geo-
métrica se encuenta a 11.7 cm
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DETERMINACION DE LA GANANCIA REAL DE UN TRANSDUCTOR FOCALIZADO

Es ampliamente aceptado que la ganancia lineal de un transductor focalizado viene definida
como

G=L,/R (8)

indicando el grado de incremento de la presién en un punto caracteristico del haz, con respecto
a la presion inicial sobre el transductor. De la distribucién normalizada dada por la ecuacién (3)
resulta que en (8) la presidon maxima seria la evaluada en la focal geométrica. Sin embargo,
hemos demostrado que la ganancia real debe corresponder al maximo de presion, el cual no se

produce necesariamente en la focal, sinoen Z__ . Es decir, hemos de evaluar la ganancia real
como:

c P0Z,) ©)



Para transductores con numero de Fresnel grande, donde el maximo de presion esta muy
proximo a la focal geométrica, la diferencia entre G and G, es despreciable. Sin embargo, en el
caso de numero de Fresnel bajo esto no se cumple, habiendo una discrepancia importante
entre ambos valores de la ganancia. En base a la teoria presentada anteriormente, podemos
obtener ahora una expresién que permita calcular el valor real de la ganancia, es decir,
evaluada a partir de la ecuacion (8).

La dependencia analitica de Gr con Ne se obtiene al sustituir =z
ecuacion (7), y resulta

(N,), dado por (8), en la

max

. (15)

G =] (R, /3)+2+ (N, /6] sin(—(nNF/6)+w/2+(nNF/6)2)

— (AN, /6)+ 2+ (N, /6)

Esta nueva expresion para la ganancia real G,(N,), junto con la relacion lineal G=n N,., se
muestran en la Figura 6, en las que las diferencias entre Gy G, en el limite de bajo nimero de
Fresnel son evidentes.
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