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ABSTRACT 
 
 
Fresnel lenses are widely used in many areas of physics, such as optics, microwaves or 
acoustics. Recently, new types of lenses based on conventional Fresnel Zone Plates have been 
proposed for optical applications. Among them, lenses based on Cantor fractal binary 
sequences should be highlighted for their interesting properties of self-similarity and its 
multifocal profile. In this work, a theoretical analysis of this type of lenses has been developed. 
Moreover, experimental measurements have been done, and they prove that Cantor lenses can 
be used in the ultrasounds field. 
 
 
 
RESUMEN 
 
 
Las lentes de Fresnel son ampliamente utilizadas en muchos ámbitos de la física, tales como 
óptica, microondas o acústica. Recientemente, nuevos tipos de lentes basadas en las de 
Fresnel han sido propuestas para su empleo en el campo de la óptica. Entre ellas, las lentes 
basadas en secuencias binarias de Cantor destacan por sus interesantes propiedades de 
autosemejanza y su perfil multifocal. Este trabajo presenta un análisis teórico de este tipo de 
lentes, así como resultados experimentales que muestran que su empleo es posible en el 
campo de los ultrasonidos. 
 
 
 
INTRODUCCIÓN 
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La focalización de ondas es un área de estudio de gran interés en diversos campos de la física, 
tales como óptica [1], microondas [2], rayos X [3] o acústica [4,5]. Entre los distintos tipos de 
lentes disponibles para focalizar, las lentes de Fresnel (Fresnel Zone Plates, FZPs) destacan 
por su facilidad de fabricación en comparación con las lentes cóncavas y convexas empleadas 
tradicionalmente. Las FZPs consisten en un conjunto de anillos concentricos, siendo cada uno 
de ellos una región de Fresnel. La anchura de cada anillo depende de diversos parámetros, 
tales como la distancia focal y la longitud de onda.  Dependiendo del modo de implementación 
de cada una de las regiones, existen dos tipos de FZP. Las FZPs de tipo Soret [6] alternan 
zonas de bloqueo de la presión con zonas transparentes, mientras que las FZPs de tipo 
Rayleigh-Wood [7,8] reemplazan las zonas de bloqueo con zonas de cambio de fase. 
 
 
En los últimos años, se han presentado en el campo de la óptica nuevos tipos de lentes 
basadas en las FZP que amplian las posibilidades de focalización de este tipo de lentes. Entre 
ellas destacan las lentes basadas en secuencias binarias de Fibonacci [9], [10], que producen 
perfiles bifocales con igual intensidad en ambos focos; y las lentes basadas en secuencias 
binarias de fractales de Cantor [11-13], que presentan propiedades interesantes de 
autosemenjanza y un perfil con multiples focos. En el campo de la acústica, también se han 
presentado lentes basadas en estructuras prefractales de Cantor [14] con el objetivo de 
focalización y modulación del haz generado por la lente. 
 
 
En este trabajo se presenta el proceso de diseño de las lentes de Cantor, así como un análisis 
teórico de sus propiedades de focalización realizado mediante simulaciones basadas en 
métodos de cálculo numéricos. Además, para contrastar el resultado obtenido mediante 
simulaciones, se han realizado medidas experimentales en inmersión, demostrando que este 
tipo de lentes pueden ser empleadas para focalización en el campo de los ultrasonidos. 
 
 
 
ANÁLISIS TEÓRICO 
 
 
Diseño de lentes de Cantor 
 
 
Como se ha mencionado anteriormente, el diseño de las lentes de Cantor está basado en las 
lentes de Fresnel. De este modo, cuando se considera onda plana, los distintos radios de las 
regiones de Fresnel pueden calcularse como 
 

𝑟𝑛 = √𝑛𝜆𝐹 + (
𝑛𝜆

2
)

2

,                                                             (1) 

 
donde 𝐹 representa la distancia focal, 𝜆 la longitud de onda de trabajo, 𝑟𝑛 es el 𝑛 -ésimo de 

Fresnel y 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁, siendo 𝑁 el número total de regiones de Fresnel. 
 
 
Una vez que se han calculado los distintos radios de Fresnel, se pueden obtener diferentes 
tipos de lente aplicado una máscara binaria. Por ejemplo, una secuencia periódica de “1” y “0” 
de longitud 𝑁 aplicada sobre las diferentes regiones de Fresnel genera una FZP de 𝑁 regiones. 
En la Figura 1(a) puede verse un ejemplo de diseño para una secuencia periódica de longitud 
𝑁 = 9. En función del tipo de implementación de la FZP, las regiones tipo “1” y las regiones tipo 
“0” representan diferentes opciones de fabricación. Para una lente tipo Soret, las regiones tipo 
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“1” representan zonas de bloqueo de presión, mientras que las regiones tipo “0” representan 
zonas transparentes, o viceversa. 

 
 

Figura 1: Ejemplo de diseño de lentes a partir de secuencias binarias: (a) FZP diseñada a partir 
de una secuencia periódica de longitud 𝑁 = 9 y (b) lente de Cantor para una secuencia 

generada con 𝐷 = 2 y 𝑆 = 2. 
 
Dependiendo de la naturaleza de la secuencia binaria se pueden obtener diferentes tipos de 
lentes. La lente de Cantor se obtiene al aplicar una máscara binaria basada en fractales de 
Cantor sobre las diferentes regiones de Fresnel. Para generar la secuencia binaria de Cantor 
se parte de una etapa inicial (𝑆 = 0) que se divide en 2𝐷 − 1 segmentos, siendo 𝐷 segmentos 
del tipo “1” y 𝐷 − 1 del tipo “0”. En las siguientes etapas, los segmentos tipo “1” se sustituyen 
por la secuencia binaria de la etapa anterior, mientras que los segmentos tipo “0” se sustituyen 
por una secuencia de “0” de la misma longitud que la secuencia de la etapa anterior. En la 
Tabla 1 puede observarse un ejemplo para dos configuraciones diferentes con 𝐷 = 2 y 𝐷 = 3, 
para las dos primeros etapas. En la tabla, 𝑁 representa la longitud de la secuencia binaria, que 

puede calcularse como 𝑁 = (2𝐷 − 1)𝑆. 
 

𝑫 𝑺 Secuencia binaria 𝑵 

2 
1 {1,0,1} 3 

2 {1,0,1,0,0,0,1,0,1} 9 

3 
1 {1,0,1,0,1} 5 

2 {1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1} 25 

Tabla 1: Secuencias binarias de Cantor para 𝐷 = 2 y 𝐷 = 3 en las dos primeros etapas. 
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De este modo, una vez calculada la secuencia binaria, se calculan los 𝑁 = (2𝐷 − 1)2 radios de 
las regiones de Fresnel empleando la Ecuación (1) y, posteriormente, se aplica la secuencia 
binaria sobre dichas regiones para obtener la lente de Cantor. En la Figura 1(b) puede 
observarse un ejemplo de diseño para una secuencia de Cantor de 𝐷 = 2 y 𝑆 = 2. 
 
 
Propiedades de focalización 
 
 
Para analizar las propiedades de focalización, se ha calculado númericamente la intensidad 
acústica generada por la lente en la dirección longitudinal empleando la diffracción de Fresnel 
[15]: 
 

I(z) = 𝑘2 |∫ 𝑞(𝑟)𝑝0(𝑟)
𝑟

√𝑟2+𝑧2
𝑒−𝑗𝑘√𝑟2+𝑧2

𝑑𝑟
𝑎

0
|

2

,                                       (2) 

 
donde k = 2π/λ es el número de onda, z es la dirección longitudinal a la lente, a es el radio 

máximo de la lente, q(r) es la función pupila que describe la geometría de la lente y p0(r) es la 
presión acústica incidente, siendo r el eje radial de la lente. La función pupila valdrá 1 en las 
regiones trasnparentes, mientras que en las regiones de bloqueo de presión valdrá 0. En el 
caso de onda plana, p0(r) es constante, por lo que no afecta al resultado de la integral. 
 

 
La Figura 2 muestra los perfiles de focalización normalizados al máximo de tres lentes de 
Cantor con diferentes valores de 𝐷, para una etapa 𝑆 = 2. La longitud de onda de trabajo es 

λ = 0.15 mm y la distancia focal escogida es 𝐹 = 200 mm. La línea azul representa el perfil 
correspondiente a la lente de Cantor, mientras que la línea roja se corresponde con la lente 

FZP asociada con 𝑁 = (2𝐷 − 1)𝑆 regiones de Fresnel. Como se puede apreciar, la lente de 
Cantor tiene el foco principal a la misma distancia que su lente FZP asociada, pero a diferencia 
de ésta la lente de Cantor presenta lóbulos secundarios de mayor nivel adyacentes al lóbulo 
principal. La resolución longitudinal de ambas lentes, que viene fijada por la distancia a la que 
la intensidad se reduce a la mitad de su valor máximo (Full Length Half Maximum, FLHM), es 
prácticamente idéntica. Otra característica importante que se puede observar en las Figuras 
2(d), 2(e) y 2(f) es que a medida que aumenta 𝐷, los focos secundarios de la lente se situan 
más próximos al lóbulo principal. 
 
 
Para analizar la influencia de aumentar el número de etapas de la secuencia binaria de Cantor, 
se han realizado simulaciones para lentes con 𝐷 = 2 en tres etapas consecutivas 𝑆 = 2, 𝑆 = 3 y 

𝑆 = 4. La Figura 3 muestra los perfiles de focalización obtenidos, siendo la línea azul el prefil 
correspondiente a 𝑆 = 2, la línea roja el perfil correspondiente a 𝑆 = 3 y la línea negra el perfil 

correspondiente a 𝑆 = 4. La longitud de onda y la distancia focal consideradas son las mismas 
que en en el caso de la Figura 2. Como se puede apreciar, el perfil de una determinada etapa 
contiene los perfiles de las etapas anteriores. De este modo, el perfil con 𝑆 = 3 contiene en 
cada uno de sus lóbulos el perfil obtenido en 𝑆 = 2, y el mismo fenómeno se repite para 𝑆 = 4. 
Esta caracteristica se denomina autosemejanza, y se produce como consecuencia de la 
naturaleza fractal de la lente de Cantor, que se ve replicada en el perfil de focalización 
generado. 
 
 
Las lentes de Cantor presentan perfiles con un foco principal y múltiples focos secundarios. 
Dado que el proceso de diseño de este tipo de lentes está basado en una FZP convencional, 
se pueden emplear las mismas técnicas de fabricación para ambos tipos de lentes.  
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Figura 2: Perfiles de focalización de las lentes de Cantor: (a) diseño para (𝐷 = 2, 𝑆 = 2) y (d) 
resultado; (b) diseño para (𝐷 = 3, 𝑆 = 2) y (e) resultado; (c) diseño para (𝐷 = 4, 𝑆 = 2) y (f) 

resultado. Cada perfil está normalizado respecto a su valor máximo. 
 
 
 

 
Figura 3: Perfiles de focalización para una lente de Cantor con 𝐷 = 2: 𝑆 = 2 (línea azul), 𝑆 = 3 

(línea roja) y 𝑆 = 4 (línea negra). 
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RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
 
Para probar el funcionamiento de este tipo de lentes en el campo de los ultrasonidos, se han 
llevado a cabo medidas experimentales. El montaje experimental [16] consiste en un sistema 
automatizado de medida con una resolución espacial de 1 × 1 × 1 mm3. Las medidas se han 
realizado en inmersión, empleando un tanque lleno de agua destilada. El transmisor es un 
transductor del tipo pistón con una frecuencia central de 1 MHz y un diámetro activo de 12.7 
mm, del fabricante Inmasonic. La señal transmitida es generada con un generador de pulsos 
5077PR de Panametrics. Finalmente, la señal se recibe con un hidrófono de Precision 
Acoustics y se digitaliza empleando un osciloscopio digital de PicoScope. 
 
 
Se han fabricado dos lentes de Cantor tipo Soret. El material empleado para la fabricación de 
las regiones de bloqueo de presión es el latón, debido a que presenta un elevado contraste de 
impedancias con el agua. La frecuencia de diseño es 1 MHz y la distancia focal es F = 50 mm. 
El número de divisiones escogido es 𝐷 = 2 y la etapa es 𝑆 = 2. La velocidad de propagación 
del sonido en el agua es de 1500 m/s. Una de las lentes se ha obtenido suponiendo que los “1” 
de la secuencia binaria representan zonas de bloqueo de presión y los “0” representan zonas 
transparentes, mientras que la otra lente se ha obtenido suponiendo lo contratio. En las Figuras 
4(a) y 4(b) pueden observarse ambas lentes. Hay que tener en cuenta que, debido a las 
limitaciones físicas del montaje experimental, la distancia de separación entre el transductor y 
la lente no es lo suficientemente grande como para poder considerar onda plana, de modo que 
la lente ha sido diseñada para onda esférica empleando la siguiente ecuación [17]: 
 

𝑑 + 𝐹 +
𝑛𝜆

2
= √𝑑2 + 𝑟𝑛

2 + √𝐹2 + 𝑟𝑛
2,                                              (3) 

 
donde 𝑑 representa la distancia de separación entre la fuente puntual y la lente. En este caso, 

la lente ha sido diseñada para una separación entre transductor y lente de d = 340 mm, valor 
suficientemente grande como para que el transductor opere en campo lejano. Pese a que la 
lente está diseñada para indicencia de onda esférica, el proceso de diseño es completamente 
análogo al desarrollado en la sección anterior. 
 
 
La Figura 4(c) muestra los resultados experimentales de ambas lentes frente a los resultados 
numéricos obtenidos empleando la ecuación (2) considerando un transductor tipo pistón. Como 
se puede observar, los resultados experimentales concuerdan con los resultados numéricos y 
las lentes presentan un perfil con características fractales, tal y como se ha analizado en la 
sección anterior. Las diferencias existentes entre las medidas y los resultados numéricos 
pueden ser debidas a los soportes mecánicos en forma de cruz de las lentes fabricadas en 
latón, ya que no se han considerado en el modelo. Si se compara el caso de la lente de Cantor 
tipo 1 (Figura 4(a)) con el resultado obtenido para la lente de Cantor tipo 2 (Figura 4(b)), se 
aprecia que la intensidad focal de la lente tipo 1 es mayor que la de la lente tipo 2 y que los 
lóbulos secundarios están más proximos al lóbulo principal, tal y como sucede en el caso ideal 
analizado en la sección anterior. Ambos efectos son resultado del comportamiento directivo del 
pistón. A diferencia de una fuente puntual ideal que genera una onda esférica con igual 
intensidad en todas las direcciones del espacio, el pistón genera una onda esférica pero no 
distribuye por igual la intensidad en todas las direcciones del espacio. Este hecho distorsiona el 
perfil de focalización [17,18]. Por esta razón, la lente tipo 1 tiene un mejor comportamiento que 
la lente tipo 2, debido a que al tener el centro hueco aprovecha mejor la energía generada por 
el pistón, ya que en el centro de la lente es donde se reciben las contribuciones de presión con 
mayor energía. 
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Figura 4: (a) Lente de Cantor tipo 1, (b) Lente de Cantor tipo 2 y (c) resultados experimentales 

frente a resultados numéricos: Cantor tipo 1 (azul) y Cantor tipo 2 (rojo). Los perfiles están 
normalizados respecto al máximo entre ambos.  

 
 

 
CONCLUSIONES 
 
 
En este trabajo se ha realizado un análisis teórico del diseño y las propiedades de focalización 
de las lentes basadas en secuencias binarias de Cantor. Dichas lentes presentan un perfil con 
un foco principal en la misma posición que la lente FZP asociada y múltiples focos secundarios 
adyacentes que replican las características fractales de la lente. Además, se han realizado 
medidas experimentales que concuerdan con los resultados obtenidos numéricamente, 
demostrando que el empleo de este tipo de lentes es posible en el campo de los ultrasonidos. 
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