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DE EMISI ÓN/RECEPCIÓN DE ULTRASONIDOS EN AIRE

UTILIZANDO LA R.I.

REFERENCIA PACS 43.35.Yd

Enrique A. Vargas Cabral, Ram´on Ceres Ruiz, Leopoldo Calder´on Estévez, Jos´e M. Martı́n Abreu

Instituto de Autom´atica Industrial–CSIC La Poveda 28500–Arganda del Rey (Madrid–Espa˜na)
email: evargas, ceres, leopoldo, abreu @iai.csic.es

ABSTRACT

This article uses the mathematical formulation of Huygens’ principle and the convolution integral method
proposed by Stepanishen in 1971, to develop algorithms that synthesize signal echoes for processes of
reflection on simple geometry objects. We describe the method of impulse response (I.R.) for an emitter
system of arbitrary shape and apply it to the special case of a circular piston. The acoustic field in
emission/reflection processes for different configurations of the transducer’s elements and objects has been
modeled and validated by experimental measurements.

RESUMEN

En este art́ıculo, a partir de la formulacíon mateḿatica del principio de Huygens y utilizando el método
de la integral de convolución propuesto por Stepanishen en 1971; se desarrollan los algoritmos necesarios
para sintetizar sẽnales de eco en procesos de reflexión sobre objetos de geometrı́a simple. Se describe
el método de la respuesta espacial al impulso (R.I) para un sistema emisor de perfil arbitrario y se lo
particulariza para el caso de un pistón circular plano. Se efectúa adeḿas, el ańalisis del campo aćustico
en emisíon/recepcíon para varias configuraciones de los elementos transductores y diferentes objetos,
validando los resultados obtenidos a partir del modelo teórico, con comprobaciones experimentales.

1 ECUACIONES MATEM ÁTICAS FUNDAMENTALES

Nuestro principal objetivo en este trabajo es modelar la se˜nal eléctrica generada por un transductor circular
de dimensiones finitas, originada en el proceso de emisi´on/recepci´on en régimen transitorio, para medios
fluidos homog´eneos e ideales, debido a la reflexi´on de ondas ac´usticas sobre objetos de geometr´ıa simple.
A partir de la teor´ıa clásica del sonido en un fluido, la presi´on instantáneap( ~M; t), producida por una onda
ultrasónica en su propagaci´on puede ser expresada por:

p( ~M; t) = �0
@�( ~M; t)

@t
(1)

Donde�( ~M; t), enm2s�1, es el potencial de velocidad en la posici´on ~M = (x; y; z), en el tiempot y �0
es la densidad en equilibrio del medio. El potencial de velocidad est´a relacionado con la velocidad de la
partı́cula~V ( ~M; t) a través del operador gradiente,~V ( ~M; t) = �r�( ~M; t). Para el caso de un pist´on plano,
uniformemente excitado de ´area A, localizado en el plano Z = 0 y rodeado por una pantalla r´ıgida e infinita,
�( ~M; t) puede expresarse por la integral de Rayleigh:

�( ~M; t) =

Z
A

Vn( ~M0; t� r=c)

2�r
dA (2)

Donder es la distancia que separa al punto~M , en el que se desea calcular el campo, del punto~M0 del
pistón; siendoc, la velocidad del sonido. La velocidad del pist´on es normal a la superficie del plano y
viene descrita por la funci´onVn( ~M0; t). La ecuaci´on (2), es la formalizaci´on matem´atica del principio de
Huygens, y se la conoce como “Expresíon de Rayleigh para excitación arbitraria”, la cual establece que
todos los puntos de un transductor finito, pueden ser considerados como fuentes de ondas secundarias; y
que el campo generado por el emisor puede ser construido por la superposici´on lineal del campo, producido
por cada una de las fuentes secundarias [4].
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1.1 Respuesta espacial al impulso de un pistón plano. Método de Stepanishen para el ćalculo de la RI

Si se limita el estudio a la vibraci´on de superficies planas en modo espesor, la funci´on Vn( ~M0; t) es
separable y puede ser escrita como:Vn( ~M0; t) = O( ~M0)V (t). Lo que indica que la velocidad puede
tener distintas amplitudes en cada punto emisorO( ~M0), pero que su forma temporalV (t) es uniforme en
todos los puntos de la superficie radiante. En la ecuaci´on (2), la dependencia temporal deVn( ~M0; t� r=c)
puede ser expresada por:

V (t� r=c) =

Z
1

�1

V (�)�(t � r=c� �)d� (3)

Sustituyendo (3) en (2) e intercambiando el orden de la integraci´on, el resultado puede ser expresado por:

�( ~M; t) =
R
1

�1
V (�)

R
A

O( ~M0)�(t�r=c��)
2�r dAd� . Definiendo la funci´onh( ~M; t), como:

h( ~M; t) =

Z
A

O( ~M0)�(t� r=c)

2�r
dA (4)

La velocidad potencial puede ser expresada como la convoluci´on deh( ~M; t) con la forma de onda de la
velocidad del pist´on.

�( ~M; t) = V (t)
 h( ~M; t) (5)

Si se considera que el radiador se comporta como un pist´on, o lo que es lo mismo, que todos sus puntos
se mueven con la misma velocidad, y suponiendo la misma de valor unitario, la ecuaci´on (4) se reduce
a la expresi´on más conocida dada por Stepanishen [6]:h( ~M; t) =

R
A

�(t�r=c)
2�r dA. La función h( ~M; t),

es conocida como “Respuesta Espacial a un Impulso”, y expresa el potencial de velocidad creado en un
punto ~M del espacio, al aplicar una excitaci´on de velocidad, en forma de delta de Dirac en cada uno de los
puntos de la superficie del transductor. Para cada punto~M del espacio,h( ~M; t) es una funci´on temporal
dependiente tanto del perfil del transductor como de la posici´on del punto. Para el calculo de la RI de un
pistón plano, existen diferentes m´etodos basados en consideraciones geom´etricas [4, 1, 3]. Uno de esos
métodos es el desarrollado por Stepanishen y colaboradores, denominado por Fink como el m´etodo del
“observador local” [1], el cual se desarrolla a continuaci´on:
Sea un pist´on de perfil arbitrario de ´areaA, cuya superficie es excitada por un impulso unitario de Dirac,
en contacto con un medio fluido homog´eneo y sin p´erdidas. Supongamos dicho pist´on situado en el plano
Z = 0 y que se comporta como una pantalla r´ıgida e infinita. SeaM(x; y; z) un punto cualquiera del
semiespacioZ > 0, en el que se quiere calcular la perturbaci´on yM 0(x; y; 0) la proyección deM(x; y; z)
sobre el planoZ = 0, Fig.1(a). En un instante determinado los ´unicos puntos del transductor que
contribuyen al campo enM , son aquellos que se encuentran a una distanciar = ct del puntoM . Es
decir, aquellos que se encuentran en la intersecci´on de la superficie radianteA, y una esfera con centro en
M y radior = ct. Dicha intersecci´on consiste en un arco de circunferencia con centro en M’ y radio�(t)
tal que:

�2(t) = r2(t)� z2 = (r(t) sin �(t))2 (6)

Donde�(t) es elángulo que forma el radio con la perpendicular al planoZ = 0. Si llamamos�(r) a la
longitud del arco de intersecci´on de la esfera de radior y el transductor, y se toma un elemento de superficie
diferencialdA = �d� que se encuentra excitado en el instante t, se obtiene para la respuesta al impulso
h( ~M; t): h( ~M; t) =

R �2
�1

�(t�r=c)
2�r �(r)d�, donde�1 y �2 se corresponden a los puntos m´as cercano y m´as

lejano del pist´on con respecto al punto~M 0, respectivamente. Teniendo en cuenta que de la ecuaci´on (6),
rdr = �d� y que en un instante� ; r = c� = �(c�)

sin �(c�) . Efectuando un cambio de variables, la integral
anterior puede ser puesta de la forma:

h( ~M; t) =

Z
1

0

�(c�)

2�� sin �(c�)
�(t� �)d� (7)

Porúltimo, aplicando la propiedad de desplazamiento de la funci´on delta de Dirac a (7), resulta la expresi´on
dada por Stepanishen [6]:

h( ~M; t) =
�(ct)

2�t sin �(ct)
(8)
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Figura 1: (a) Pist´on de geometr´ıa arbitraria y un arco de aportaci´on simultánea al campo en M. (b) Sistema
de coordenadas utilizado en la descripci´on del proceso de reflexi´on sobre un punto.

Esta ecuaci´on puede expresarse de forma m´as compacta en funci´on de
(ct), ángulo con que un observador
situado enM 0 ve al arco�(ct), Fig.1(a). Dado que�(ct) = �
(ct) y a partir de (7), resulta la expresi´on
para la respuesta espacial a un impulso:h( ~M; t) = c

2�
(ct). Utilizando las expresiones (1) y (5), la presi´on

generada en el punto de coordenadas~Mp(xp; yp; zp), por un pistón plano, puede ser expresada por:

p( ~M; t) = �0
@

@t
(V (t)
 h( ~M; t)) (9)

A partir del conocimiento de la geometr´ıa del transductor, la funci´on h( ~M; t) puede ser calculada por
el método de Stepanishen. Como puede apreciarse en la expresi´on (9), los efectos de la excitaci´on
se encuentran separados de los de la geometr´ıa. La función V (t) incluye los efectos de la conversi´on
electromec´anica del transductor.

2 ANÁLISIS DEL PROCESO DE EMISI ÓN RECEPCIÓN

En la secci´on anterior, se han analizado los procedimientos utilizados para el c´alculo del campo de presi´on
en emisión, producido por un transductor plano, para cualquier punto del espacio. En esta, se analizan
los aspectos relativos al proceso de emisi´on/recepci´on de ultrasonidos considerando las dem´as etapas
involucradas, que van desde la conversi´on electromec´anica de energ´ıa en el transductor hasta la recepci´on
de las ondas reflejadas, pasando a trav´es de la propagaci´on en el medio y la reflexi´on sobre el objeto.

2.1 Obtencíon de la RI en un proceso de emisión/reflexión sobre un punto

La señal eléctrica captada por un receptor plano de ´areaA, debido a la reflexi´on de un frente de ondas
sobre un objeto considerado como puntual, es el resultado de la integraci´on sobre su superficie del campo
de presi´on reflejado por el punto y propagado por el medio hasta cada uno de los puntos del receptor,
convolucionado con la respuesta de conversi´on electromec´anica del transductor en recepci´on, hTR(t).
El diagrama de la Fig.1(b), esquematiza el sistema considerado, donde los vectores~MR, ~ME y ~MP

representan a los vectores de posici´on del receptor, emisor y del punto reflector respectivamente. De acuerdo
a lo expresado anteriormente, la se˜nal eléctrica recibida puede ser representada por:

y( ~MR; t) = hTR(t)


Z
A

ps( ~MR; t)dA (10)

Siendo el campo de presi´onps que act´ua sobre el receptor igual a:

ps( ~MR; t) =

Z
t

p( ~MP ; �)
�(t � � �

��� ~MR � ~MP

��� =c)
2�

��� ~MR � ~MP

��� d� (11)

Reemplazando (11) en (10), utilizando la expresi´on (9) para el campo de presi´on incidente y efectuando la
integración sobre la superficieA del receptor y en el tiempo se obtiene:

y( ~MR; t) = �0 � hTR(t)

@V (t)

@t

 hDE( ~MP ; ~ME ; t)
 hDR( ~MR; ~MP ; t) (12)



DondehDE( ~MP ; ~ME; t) y hDR( ~MR; ~MP ; t) representan las funciones de difracci´on producidas por el
emisor y el receptor con respecto a la posici´on del punto. La ecuaci´on (12) puede ser escrita como:

y( ~MR; t) =
@

@t
UER(t)
 hDER( ~ME ; ~MP ; ~MR; t) (13)

La funciónUER(t) engloba informaci´on acerca de la excitaci´on del transductor, la respuesta de los circuitos
de amplificaci´on y la conversi´on electromec´anica en emisi´on y recepci´on de los transductores. En tanto que
en la funciónhDER( ~ME ; ~MP ; ~MR; t) se encuentra representada la geometr´ıa del sistema, constituida por
el emisor, el punto y el receptor respectivamente. En lo que sigue, esta dependencia espacial ser´a expresada
de forma simplificada comohDER( ~MP ; t). Hay que destacar que las caracter´ısticas de conversi´on del
emisor est´an incluidas enUER(t) a través de la funci´on de velocidadV (t) de cada uno de los puntos de la
membrana.

2.2 Reflexíon sobre objetos planos de dimensiones finitas

Procediendo de manera an´aloga que en la secci´on (2.1) y aplicando el principio de superposici´on, podemos
llegar a una expresi´on similar a la ecuaci´on (13) para el caso de un objeto que ocupa un volumen cerradoV .
Ası́, si consideramos que las dimensiones y los radios de curvatura del objeto son suficientemente grandes
con relación a la longitud de onda de la radiaci´on incidente, de forma que la aproximaci´on de Kirchoff pueda
ser aplicable, lo que supone tratar cada elemento superficial del volumen como si se encontrar´a inmerso en
una pantalla r´ıgida e infinita [2] y utilizando la aproximaci´on de Born de primer orden, lo que significa que
las interreflexiones entre elementos de superficie no ser´an considerados [5]; la se˜nal en el receptor debida a
la reflexión en los objetos contenidos en el volumenV será:

y( ~MR; t) =
@

@t
(UER(t)


Z
V

hDER( ~ME; ~MPi; ~MR; t))dv (14)

Donde se han extra´ıdo fuera del s´ımbolo de la integral aquellos t´erminos que no dependen de la posici´on
de los puntos reflectores. Asumiendo que toda la energ´ıa incidente se refleja, la integral anterior puede
extenderse a toda la superficieS de los objetos existentes en el volumen considerado, con lo que:

y(t) =
@

@t
(UER(t)


I
S

hDER( ~ME ; ~MPi; ~MR; t)ds) (15)

El integrando de la ecuaci´on (15) es una funci´on que depende de la posici´on de cada uno de los puntos
respecto al emisor y receptor respectivamente y de la curvatura del objeto en el sentido de la determinaci´on
si el punto se encuentra “iluminado” por la fuente, como tambi´en si se encuentra en la zona de “visi´on” del
receptor; esto es necesario para no considerar en la integral aquellas zonas del objeto que se encuentran en
la región de sombra o de oclusi´on. Este enfoque da una buena aproximaci´on, en tanto que los radios de
curvatura de las irregularidades sean grandes respecto a la longitud de onda incidente.

3 RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta secci´on se efect´ua la comparaci´on del campo de presi´on obtenido utilizando el modelo, con el
campo medido experimentalmente. Los an´alisis se efect´uan para el caso de un pist´on circular, por ser ´esta
la geometr´ıa de los transductores utilizados en las distintas experiencias; la del transductor capacitivo de
Polaroid, de la serie 600. Este transductor posee un radio de 18 mm, con una frecuencia central de 55 kHz.
Las experiencias han sido realizadas con diferentes objetos, tales como prismas cil´ındricos, rectangulares,
superficies planas de grandes dimensiones entre otros [8]. Sin embargo, por motivos de espacio en este
trabajoúnicamente se presentan los obtenidos con prismas cil´ındricos. Se ha hecho incidir el frente de ondas
sobre la base de los prismas, por lo que de ahora en adelante, los prismas cil´ındricos ser´an denominados de
discos.
La respuesta al impulso en emisi´on/recepci´on debido a la reflexi´on en un disco, puede ser f´acilmente
calculada a partir de la integraci´on del segundo t´ermino de la ecuaci´on (15). En la Fig.2(a) se presentan
las respuestas al impulso normalizadas para discos centrados respecto a un ´unico transductor, el cual se
considera que opera como emisor/receptor. El radio del disco se ha variado en el intervalo[5 � R � 50]
mm, en incrementos de 5 mm; el centro del disco se supone a una profundidad dez = 155 mm. La curva
de menor ´area corresponde a un radio de 5 mm y la de mayor al de 50 mm.
Como puede observarse en la Fig.2(a), a partir deR = 20 mm, valor próximo al radio del transductor (las
que corresponden a las primeras zonas de Fresnel), el aumento del radio del disco no produce incrementos
notables en el valor de la amplitud m´axima, produciendo ´unicamente un ensanchamiento temporal de la
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RI. Además, las RIs para todos los valores del radio presentan en com´un una subida brusca, que es debido
al frente de onda plano que llega al receptor, siendo este tiempo de subida, pr´acticamente independiente
del tama˜no del objeto. Los gr´aficos de la Fig.2(a), a partir deR = 35 mm aproximadamente, presentan
convexidad hacia abajo, que es debida a la interferencia entre el primer frente de onda plano y los sucesivos
frentes que van llegando al receptor. El radio en el que se inician las convexidades se corresponden con el
final del campo lejano del objeto respecto al receptor e inicio, l´ogicamente, del campo pr´oximo, pudiendo
ser calculada a trav´es de la expresi´onN = (4R2 � �2)=�2, siendoR el radio del disco.
Para comprobar la validez y la precisi´on en el modelado de la se˜nal eléctrica generada, se han realizado
diferentes medidas utilizado dos transductores, uno como emisor y otro como receptor, dispuestos de la
forma esquematizada en la Fig.3(a); las coordenadas del centro del disco est´an referidas a este sistema
coordenado de ejes. Se ha utilizado el modelo descrito para la s´ıntesis de se˜nales de eco. Para ello, se
requiere del conocimiento de la funci´onUER(t), ver expresi´on (15). Esta funci´on puede ser calculada a
partir del conocimiento de los par´ametros del modelo de conversi´on electromec´anica del transductor [7]
o puede ser medida. Se ha optado por el segundo m´etodo, por ser ´este más preciso. Para lo cual, se han
enfrentando los transductores entre s´ı, separados por una distancia de 300 mm, de manera que los efectos
producidos por la difracci´on de ondas fuesen despreciables. El emisor fue excitado con un pulso de corta
duración y la se˜nal obtenida en bornas del receptor, una vez normalizada, es la que puede observarse en la
Fig.2(b). Esta se˜nal, contiene el comportamiento din´amico de los transductores tanto en emisi´on como en
recepción, as´ı como de los circuitos de excitaci´on y de amplificaci´on de la se˜nal.
Como objetos reflectores se han utilizado tres discos, de 6, 15 y 30 mm de radio, colocados a una
profundidad dez = 155 mm, dispuestos de manera que la normal a la superficie del disco sea perpendicular
al plano de los transductores. Cada uno de los discos se ha situado en tres posiciones espaciales distintas,
para la misma profundidad. Estas posiciones coinciden con el centro del disco siendo colineal al centro del
emisor, a un punto en el eje de simetr´ıa del sistema emisor/receptor, y al centro del receptor respectivamente.
Los resultados de las simulaciones y las se˜nales experimentales est´an representadas en las figuras 3(b), 4(a)
y (b). La concordancia de las se˜nales sintetizadas con las obtenidas de forma experimental es bastante
buena, pudiendo las diferencias ser atribuidas a errores normales a cualquier sistema de medida y que son
muy difı́ciles de modelar; como por ejemplo, errores de alineamiento o posicionamiento, ruidos el´ectricos o
acústicos, entre otros. Comparando los gr´aficos centrales de las figuras 3(b), 4(a) y 4(b) podemos ver como
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Figura 4: Idem que Fig.3(b) para discos de (a) R=15 mm y (b) R=30 mm respectivamente.

el modelo representa con mayor fidelidad a la se˜nal experimental a medida que el radio del disco crece.
Este es un resultado esperado, considerando que el n´umero de puntos del objeto reflector que satisfacen las
condiciones impuestas en las hip´otesis de partida para la deducci´on del modelo aumentan. Dicho de otra
manera, los puntos del borde del disco adquieren menor importancia a medida que el radio aumenta.

4 CONCLUSIONES

Utilizando el modelo de Stepanishen, se ha deducido una expresi´on para modelar la se˜nal eléctrica generada
por un receptor plano de ´area A, debido a la reflexi´on de ondas ac´usticas sobre objetos de geometr´ıa simple.
En la expresi´on obtenida, las variables dependientes de la geometr´ıa se encuentran separadas de las que
dependen del proceso de conversi´on y de la dinámica de los circuitos de excitaci´on y amplificación de
la señal. Se ha corroborado que existe un alto grado de similitud entre las medidas experimentales y los
previstos por la teor´ıa.
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