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ABSTRACT

In this work, a study to compare the level of vibration on the inner and the outer part of a cylinder
with two different fluids is carried out. The problem is addressed by solving the equations using
cylindrical coordinates. There is only spatial dependence of the coordinate r and there is only the
radial component of displacement, velocity and acceleration.

RESUMEN

En este trabajo se lleva a cabo un estudio para comparar el nivel de vibracion en la parte interior
y en la parte exterior de un cilindro teniendo dos con fluidos distintos. El problema se aborda
resolviendo las ecuaciones empleando coordenadas cilindricas. S6lo hay dependencia espacial
de la coordenada r y sélo existe la componente radial de desplazamiento, velocidad y
aceleracion.

1. INTRODUCCION

Una de las técnicas para el control del ruido emitido por buques se lleva a cabo mediante la
medida de vibracién del casco que debe hacerse en la parte interior y, normalmente, mediante
acelerémetros. En este trabajo se presenta un modelo analitico para el estudio de la vibracién
de una estructura cilindrica entre dos fluidos. Se trata de comprobar hasta qué punto la vibracién
(aceleracion) en la cara interior es igual a la del exterior.

Para acercarnos al problema real, se considera la geometria de la figura 1, la cual resulta
abordable analiticamente.
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Figura 1. Geometria del problema considerado.

Variable o Variable o
paréametro L parametro
independiente Lol independiente
dimensional adimensional
Empleada en
R Radio medio de la pared cilindrica variables
adimensionales
Empleada en
Cy Velocidad del sonido en el fluido exterior variables
adimensionales
Empleada en
02 Densidad del fluido exterior variables
adimensionales
t Espesor de la pared cilindrica € = t/Rm
p Densidad del material de la pared cilindrica € = p/p2
M Velocidad de las ondas longitudinales en el material de la
L= |— pared cilindrica (M es el modulo de onda P del material de la €, = CL/C2
p pared cilindrica)
G Velocidad de las ondas transversales en el material de la
= |— pared cilindrica (G es el modulo de elasticidad transversal del €cg = CS/C2
p material de la pared cilindrica)
r Coordenada cilindrica radial € = r/Rm
L wRy,
w = 2nf Frecuencia circular (rad/s) €0 =
2
(o Velocidad del sonido en el fluido interior €, = Cl/c2
p1 Densidad del fluido interior €p, = pl/p2
Presion (uniforme) sobre superficie interna de la pared _ Pint
Pint oA it €pint = 2
cilindrica p;,.e P2C5
Presion (uniforme) sobre superficie externa de la pared _ Dext
Pext Ny jowt Epext = 2
cilindrica pgyce P2C5

Tabla 1: Variables y parametros independientes

Se van a resolver las ecuaciones empleando las variables descritas en las tablas 1, 2 y 3,
mediante coordenadas cilindricas por tratarse de un problema de deformacion plana axisimétrico
(s6lo hay dependencia espacial de la coordenada r y s6lo existe la componente radial de
desplazamiento, velocidad y aceleracion).
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Variable o
parédmetro Descripcion Variable o parametro
dependiente P dependiente adimensional
dimensional
iy . : p
p Presion en los fluidos p(r,t) = p(r)e/®t €p = yC2
252
Tension radial en interior de la pared cilindrica _ _9r
Or jwt €o = 2
oy (r)e’ P26
u Desplazamientos en fluidos e interior de la 6 = u/
pared cilindrica u(r)e/t B Rm
“ Aceleracion en fluidos e interior de la pared . - aRy,
cilindrica a(r,t) = a(r)e/®t ¢ 2
Modulo de onda P del material de la pared M 2
M - 2 — = €€
cilindrica M = cf p P2C3 -
Modulo elasticidad transversal del material de G
G e 2 — = €p€¢
la pared cilindrica G = c§ p P2C3 i
a Primer parametro de Lamé del material de la A M-26 e (2 —2¢2)
pared cilindrica A = M — 2G=(c? — 2c2)p p,C3 poc2 PATCL ‘s
Numero de veces que la longitud de las ondas R c
. . . . 7 . m w
MR, acusticas del fluido exterior estan contenidas Ng, c, =
en la longitud R,, C2 T
. . w C2 MR,
f Frecuencia en ciclos por segundo (Hz) f=—=
2m Ry
Tabla 2: Variables y parametros independientes
Constante Constante
de las L adimensional
q Descripcion e
soluciones de las solucién
de las E.D. de las E.D.
F.
F; Primera constante de la solucion de la presion en el fluido interior € = ) 22
242
F.
F, Segunda constante de la solucién de la presion en el fluido interior €= ) 22
252
F.
Fs Primera constante de la solucion de la presion en el fluido exterior €3 = ) iz
252
F,
F, Segunda constante de la solucion de la presién en el fluido exterior €4 = ) 22
252
P Primera constante de la solucion de la tension y la aceleracion en la o — Fs
5 pared cilindrica (no aparece en pared delgada) > Ry
F Segunda constante de la solucion de la tension y la aceleracion en la . = &
6 pared cilindrica (no aparece en pared delgada) * "R,

Tabla 3: Constantes de las soluciones de las ecuaciones diferenciales

2. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES.

2.1. Ecuacion De Las Ondas Sonoras En El Fluido Interior

La ecuacion de las ondas en el fluido interior puede obtenerse a partir de la ecuacién 1 como:

p'(r)
=

w’p(r)
2 +p"(r) +

0

1)

cuya solucion en variables adimensionales, tras operar y considerar continuidad cuando

r - 0, es:
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€r€ Er€ (2)
€, = e | HP (—’ “’) +H? <—T “’)
€c, €c,
€Ep€ €r€ € €
€4 = wl(Hl(l)(rw>+H1(2)(rw>>
€p1€cy €c, €c,

Siendo Hél)(x) y Héz)(x) las funciones de Hankel de primera y segunda especie (y orden a),
respectivamente.

2.2.Ecuacioén De Las Ondas Sonoras En El Fluido Exterior ([1], [2] y [3]):

Para el caso del fluido exterior, la expresién de las ondas sonoras vendra dada por la siguiente

expresion:
w’p(r) p'(r) ®)
2 +p"(r) + " =0
2

cuya solucion, en variables adimensionales, tras operar y considerar que como este dominio
exterior se extiende hasta r —» o, las ondas no pueden llegar a reflejarse y no puede haber
ondas cuya velocidad sea negativa, es:

€p = E4H(§2)(Er€w) (4)

2
€q = €4€a)H1( )(Erew)

2.3.Ecuacién Fundamental de la Elasticidad o Ecuacién de Navier-Lamé en la pared (Sélo
En Pared Gruesa)

La siguiente expresion corresponde a la ecuacién fundamental de la elasticidad:

Mr2u" (r) + Mru'(r) + u@) (priw? —M) =0 (5)

cuya solucién, en variables adimensionales, es de la forma:

€€ €€ (6)
€q = _E(‘)Z 65H1(1) <u> + €6H1(2) <ﬂ)
€y, €cp,

€,€ €€
GchL <H0(1) < L w) - Hz(l) < L w)) (E?L - 26?5) Hl(l) (_6rew>
+

ECL ECL ECL

€5 = €s€
o P 2 €r

@) (€r€w) _ @ (Er€w
/E(UECL <H0 ( ECL ) HZ ( ECL >>

+ eﬁep\ >

2) (€€
(2, —2¢2) HP (22)

€r

+

N~
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2.4.Determinacion de las constantes para el caso de una pared gruesa.

Debido a la existencia de cuatro constantes: €4, €,, €5, €¢; S€ necesitan cuatro ecuaciones para
resolver el sistema:

e Ecuacion 1 pared gruesa: es la ecuacion de equilibrio en el contorno correspondiente a la
superficie cilindrica interior de la pared cilindrica, r = R,,, — t/2, (la tension de compresion en
la superficie cilindrica interior del solido pared cilindrica es igual a la suma de la presion del
fluido interno mas la presion p;,, uniforme ejercida).

e Ecuacion 2 pared gruesa: es la ecuacién de continuidad de la aceleracibn en r = R,,, — t/2,
es decir, en el contacto entre el fluido interior y la superficie cilindrica interior de la pared
cilindrica.

e Ecuacion 3 pared gruesa: corresponde a la ecuacion de equilibrio en el contorno
correspondiente a la superficie cilindrica exterior de la pared cilindrica, r = R,, + t/2, (la
tension de compresion en la superficie cilindrica exterior del solido pared cilindrica es igual a
la suma de la presion del fluido externo mas la presion p,,; uniforme ejercida).

e Ecuacion 4 pared gruesa: se obtiene al aplicar la continuidad de la aceleracion en r = R, +
t/2, es decir, en el contacto entre el fluido exterior y la superficie cilindrica exterior de la pared
cilindricas.

A partir del sistema lineal de cuatro ecuaciones se obtienen los valores de €,,€,,€5 Y € €n
funcion de ¢, €,,, €cyr€pyr €pr€cy Y Ecge

Aplicando la informacién anterior al caso de pared gruesa, es posible obtener la solucion deseada
en forma adimensional tal y como se detalla a continuacion.

t
- M<0<Er=LSRm 2=1—%):

Rm Rm
€€ €€ (7)
e, = e |HY (—r “’) +H (—r “’)
€c, €c,
€ELHE €,€ €, €
€4 = wt1 H1(1)<rw)+H1(2)(rw>
EP1EC1 651 651
- Pared cilindrica (1 —% <e <1+ %):
8a)
1) (€€ 1) (€€ €.€ (
/ewch (HO (—gc‘*’) —H, (—g w)) (e2 - 2635) Hl(l) <—2 “’)\
_ L L cr,
€q = €56 k > + . )
T
@) (Er€w) _ @ (Er€w
/EMECL <H0 ( ECL ) HZ ( ECL ))

+ EGEPK >

2) (€€
(c8, = 26) 1 (T2)

€r

+
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€€ €€
€, = —€,° 65H1(1) <—r m) + E6H1(2) <—r m) (8b)
€, €,

- Fluido exterior (1 +< < ¢, < o):
2

€p = E4H(§2)(Er6w) 9)

2
€a = 646mH1( )(Erea))

2.5.Determinacion de las constantes para el caso de una pared delgada.

En el caso de una pared delgada, existen dos constantes en la expresion: €, €,; por lo que seran
necesarias dos ecuaciones para resolver el sistema.

e Ecuacion 1 pared delgada. Se obtiene de aplicar la continuidad de la aceleracion en r = R,,,,
es decir, en el contacto entre el fluido interior, la pared cilindrica y el fluido exterior (la pared
cilindrica no representa ningn dominio en r al considerarla pared delgada).

e Ecuacion 2 pared delgada. Ecuacion de equilibrio en la lamina correspondiente a la pared
delgada en r = R,, (la lamina esta en equilibrio bajo la accion de las fuerzas internas a la
lamina, la fuerza de inercia, las fuerzas debidas a las presiones p;,; Y pex: €jercidas y las
fuerzas debidas a la presion de los fluidos internos y externas).

Resolviendo el sistema, se obtienen los valores de €, y €, en funcion de €., €,,, €., €,,, €5, €c, Y €cg

La solucién buscada en el caso de pared delgada vendra dada por las siguientes expresiones:

- Fluido Interior (0 < €, = =< 1):

10)
1) [ €Er€ 2) [ €€ (
oo (17 () 4 0 ()
cq c1
(N3 €€ €€
€4 = w1 H1(1)<rw)+H1(2)(rw>

EP16C1 6C1 EC1

- Pared Cilindrica (e, = 1):

En este caso, la aceleracion se puede calcular por el lado del fluido interior o por el lado del fluido

exterior:
€, €E € € (11)
om0 () ()40 (2)) - P

6P16C1 €1 €1

En cuanto a la presién, se distingue entre la presién de la pared cilindrica por el lado del fluido
interior (12) y la presion de la pared cilindrica por el lado del fluido exterior (13):

€ € 12)
€Ep- =€ Hél) <—w> + Héz) (—w)
€c, €c,
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2
€py = E4Hé )(€,) (13)

- Fluido Exterior (1 < €, < o):

€p = E4H§2)(erem) (14)
€q = E4EwH1(2)(Er€w)

3. RESULTADOS (APLICACION A UN CASO CONCRETO).

Considerando en las paredes un material con las siguientes caracterl'sticas mecénicaS' p=
1600 K—g ,G=44GPayM = 13 2 Gpa el fluido interno aire con p; = 1 c1 = 346 —, y el fluido

externo agua, de p, = 1000 X2 c2 = 1500 ?; una presiones mterna y externa de piyt =

1 Pa y pext = 0; se obtiene la reIaC|on entre las aceleraciones de la superficie exterior e interior
para los casos de pared gruesa y pared delgada.

e Pared gruesa:

La figura 2 muestra la relacion obtenida entre las aceleraciones de la superficie exterior y la
superficie interior para una pared gruesa. Para entender la mejor la relacion entre la frecuencia

. . Con . .
'Y ng,,c, hay que tener en cuenta la identidad f = % =2Fmc " gj consideramos el valor

Rm

utilizado de ¢, = 1500 ?y un valor, por ejemplo, de R,, = 3 m, se obtiene f =500 n, ., Hz. A

modo de ejemplo, para e, = 0.05y f =2000Hz, se estaria cometiendo un error del 25% al
considerar las dos aceleraciones iguales.

Aceleracion Exterior Aosleracidn Exterior u
EORTHN TR, ared gruesa
en pared gruesa Aosleracion Interior o0 &

Aceleracion Interior

Fm

ud Ondas G

n:
27 gt
»

RadioMedio

T B
-0 Longitud OndasC;

¥ 0.00 0.02 0.04 0.08 0.08 0.10

010 g Espes
o, _Espesor

RadioMedio

Figura 2. Relacion entre las aceleraciones de la superficie exterior y la superficie Interior. Solucion para
pared gruesa. (Izq) 3D. (dch) Curvas de nivel.
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e Pared delgada:

Con los datos empleados en el ejemplo del caso anterior (€, = 0.05y f = 2000 Hz), el error
cometido al utilizar un modelo de lamina en lugar de un sélido 3D resultaria inferior al 4%.

Aceleracidn en radio medio (solucidén pared gruesa)

Aceleracion en radio medio {solucidn pared delgada)

n, = Fm
Fin:C2™ Longhtud ondas ¢

R
"* Longitud Ondasc;

Figura 3. Relacion entre las aceleraciones de la superficie exterior y la superficie Interior. Solucién para
pared delgada. (1zq) 3D. (dch) Curvas de nivel.

4. CONCLUSIONES

Se ha llevado un estudio que permite cuantificar las diferencias de vibracion (aceleracion,
velocidad o desplazamiento) de las partes interna y externa de un cilindro con aire en el interior
y agua en el exterior. De esta forma, se tienen herramientas para ver si es posible considerar
iguales las aceleraciones en las dos caras de un sélido de pequefio espesor y, en su caso,
sustituir en un modelo numérico el sélido 3D por un modelo de lamina.
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