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ABSTRACT 

In the present work, the implementation of an efficient Boundary Element model is addressed to 
simulate the 3D exterior sound propagation in the presence of traffic noise mitigation structures 
or warning sounds generated by electric vehicles (EV). The use of adequate Green’s functions 
and the use of the Adaptive Cross Approximation strategy allow to efficiently simulate complex 
problems, by taking into account the presence of totally reflecting plane surfaces and saving 
memory, with high levels of accuracy of the numerical results.  

Some examples are presented to illustrate the capabilities of the proposed model to analyse the 
3D sound propagation. 

 

RESUMO 

No presente trabalho, analisa-se a implementação de um modelo de elementos fronteira 
eficiente para simular a propagação exterior 3D do som na presença de estruturas de redução 
de ruído de tráfego ou de sons de alerta gerados por veículos elétricos. A utilização de funções 
de Green adequadas e da estratégia designada por “Adaptive Cross Approximation” permite 
simular eficientemente problemas complexos, tendo em consideração a presença de 
superfícies planas totalmente refletoras e poupando recursos computacionais de memória com 
elevados níveis de precisão dos resultados numéricos. 

Apresentam-se resultados sob a forma gráfica que permitem ilustrar as potencialidades do 
modelo numérico proposta para a análise a propagação 3D do som. 

 

INTRODUÇÃO 

O carácter tridimensional (3D) de alguns fenómenos acústicos, designadamente da 
propagação (no exterior) de ondas sonoras na presença de determinados obstáculos ou 
heterogeneidades, tem sido responsável pela procura de ferramentas de simulação cada vez 



mais eficientes. Um dos métodos numéricos que tem sido frequentemente adotado para a 
análise da propagação (bi- e tridimensional) do som num meio não confinado é o Método dos 
Elementos Fronteira (BEM) [1, 2], necessitando apenas da discretização da interface do 
sistema a modelar e verificando automaticamente as condições de propagação em campo 
infinito.  

Outros exemplos incluem o uso do Método das Diferenças Finitas, o Método dos Elementos 
Finitos ou, mais recentemente, o uso de algumas técnicas que dispensam a discretização do 
domínio de propagação, tal como o Método das Soluções Fundamentais [3]. 

No âmbito do presente trabalho, propõe-se a utilização de uma técnica de aproximação 
adaptativa, descrita, por exemplo, em [4, 5], com o objetivo de dotar o BEM de maior eficiência, 
de modo a possibilitar a resolução, num período de tempo razoavelmente limitado, de 
problemas de propagação do ruído de tráfego cada vez mais complexos e abrangendo 
domínios cada vez mais extensos [6].  

Deste modo, descreve-se seguidamente a formulação matemática do problema a analisar e 
apresenta-se a formulação do Método dos Elementos Fronteira usada, as funções de Green 
adotadas e a técnica implementada de aproximação por blocos das matrizes. A comparação 
entre resultados do modelo 3D ACA-BEM com os resultados de um modelo BEM convencional, 
para um caso de referência, permitiu verificar a correta implementação do modelo proposto. No 
final do trabalho, ilustram-se as potencialidades e a eficiência do modelo, na análise de dois 
problemas de propagação 3D do ruído de tráfego, na presença de medidas de mitigação ou de 
sistemas de alerta para veículos elétricos.   

 

FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA 

Equação governante e soluções fundamentais 
Habitualmente, assume-se que a propagação 3D do som, num meio fluido homogéneo, é 
descrita no domínio da frequência pela equação diferencial às derivadas parciais conhecida por 
equação de Helmholtz, representada por: 
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, em problemas tridimensionais. 

Quando aquele meio de propagação é excitado por uma fonte pontual harmónica, localizada 
em ( )0 0 0 0x , ,x y z≡ , a pressão num ponto ( )x , ,x y z≡ , pode ser descrita pela solução 
fundamental do problema (ou função de Green) para a pressão, dada por: 
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Por outro lado, a existência de superfícies planas totalmente refletoras (i.e. apresentando um 
coeficiente de reflexão unitário) pode ser tida em consideração de forma eficiente, recorrendo à 
conhecida técnica/estratégia das fontes-imagem. Deste modo, o efeito de uma fonte pontual, 



na presença de determinada superfície plana refletora, pode ser contabilizado caso se 
considere uma fonte virtual adicional (fonte imagem), localizada em posição simétrica em 
relação à superfície refletora. Assim, à semelhança do que foi descrito por Godinho et al. [2], se 
aquela superfície se encontrar localizada em 0=z , a correspondente função de Green virá 
definida por: 
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em que a distância 1r  é agora dada por ( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 0 0r x x y y z z= − + − + + .  

De qualquer modo, seguindo a abordagem descrita naquele trabalho [2], é também possível 
considerar o caso de uma superfície parcialmente refletora. Neste caso, deve multiplicar-se o 
efeito da fonte virtual adicional por um coeficiente de reflexão genérico 1R < , que se pode 
relacionar com o coeficiente de absorção do som, α , através da expressão 1R α= − . Assim, 
a função de Green para o caso de uma superfície plana parcialmente refletora virá:  
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Formulação do Método dos Elementos Fronteira (BEM) 
A partir da aplicação do Teorema da Reciprocidade à equação (1), é possível deduzir a 
equação integral de fronteira clássica: 
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onde Γ representa	
   a	
   superfície	
   da	
   fronteira, ρ  é a massa volúmica do meio acústico e 

( )s 0x ,xincp  corresponde ao campo incidente, em termos da pressão gerada pela fonte real 

posicionada no ponto ( )sx , ,s s sx y z≡ ; ( )xp  e ( )xnv  representam, respetivamente, a pressão no 

fluido e a componente segundo a normal da velocidade da partícula em x . O coeficiente ( )0xC  

depende da geometria da fronteira no ponto de colocação 0x , sendo igual a 12 , no caso de a 
fronteira Γ  ser suave.  

Ao longo da fronteira, diferentes condições fronteira podem ser impostas, designadamente 
condições do tipo Dirichlet, quando o valor da pressão é conhecido ( ( ) ( )x xp p= ), condições 

do tipo Neumann, em que se prescreve o valor da velocidade segundo a normal ( ( ) ( )x xv v= ), 
ou condições do tipo Robin, quando é possível estabelecer uma relação entre a pressão e a 
velocidade ( ( ) ( ) ( )x x xp v Z= ), com ( )xZ  a representar a impedância acústica da fronteira.  

A resolução desta equação integral, no caso de uma superfície genérica, requer a discretização 
da fronteira em elementos e a definição de pontos nodais no seu interior (funções de 
interpolação constante, neste caso). Assim, depois de estabelecer as condições fronteira 
adequadas e aplicando sucessivamente a carga virtual em cada nó ao longo da fronteira, 
obtém-se um sistema de equações lineares, que relaciona valores nodais da pressão e da 
velocidade segundo a normal à fronteira, e cuja solução corresponde aos valores nodais da 
pressão e da velocidade normal em cada elemento fronteira. Posteriormente, por aplicação da 
equação integral de fronteira (5), é possível determinar o valor da pressão em qualquer ponto 
do meio de propagação. 

Técnica ACA - Adaptive Cross Approximation  
Em problemas realistas tridimensionais com configurações geométricas genéricas, a aplicação 
do BEM apresenta dificuldades acrescidas, em termos de memória computacional (RAM) 



necessária, devido ao completo preenchimento da matriz do sistema. Assim, a técnica de 
aproximação adaptativa em cruz (em inglês designada por Adaptive Cross Approximation - 
ACA) [4, 5] para matrizes densas é aqui sugerida de modo a melhorar a eficiência da 
formulação BEM, aumentando a sua rapidez de cálculo, mantendo a precisão e reduzindo 
significativamente as suas necessidades em recursos computacionais, como o tempo de CPU 
e a memória RAM mobilizada. A técnica ACA baseia-se na representação de matrizes 
hierárquicas (matrizes H), que podem ser entendidas como uma estrutura algébrica que reflete 
uma divisão geométrica da matriz em sub-blocos, que são classificados como sendo 
admissíveis ou não. Esta estrutura em blocos permite salientar que a obtenção das matrizes 
hierárquicas é facilmente paralelizável. Depois de concluir a formação de cada bloco, os blocos 
admissíveis terão de ser aproximados. A principal vantagem desta técnica é que, naquela 
aproximação, apenas é necessário o cálculo de um número reduzido de elementos originais 
dos blocos da matriz, mantendo-se um bom nível de aproximação. O bloco da matriz 
aproximado A pode escrever-se na forma: 

  T
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em que U e V são obtidos a partir de um número reduzido de linhas e colunas de A, com base 
na dimensão e na (elevada) distância entre grupos de pontos de colocação e de grupos de 
elementos fronteira.  

De modo a tirar partido de todas as vantagens deste tipo de abordagem, torna-se necessário 
proceder à resolução do correspondente sistema de equações com recurso a um procedimento 
iterativo. Neste caso, o procedimento de resolução do sistema adotado é o GMRES 
(Generalized Minimal Residual Method), em conjunto com um pré-condicionador baseado nos 
blocos não admissíveis da matriz, para acelerar a convergência. 
 

VERIFICAÇÃO E DESEMPENHO DA FORMULAÇÃO PROPOSTA 

Para ilustrar a correta implementação da formulação ACA-BEM proposta foi efetuada uma 
verificação dos resultados numéricos com base num modelo 3D simples. Assim, considerou-se 
um modelo composto por uma esfera rígida, de diâmetro unitário, localizada num meio fluido de 
propagação (com as propriedades do ar) e posicionada sobre um plano rígido. Este sistema é 
excitado por uma fonte pontual harmónica, apresentando-se, na Figura 1, os resultados em 
termos da pressão à superfície da esfera para uma frequência de 500Hz. Para comparação, 
ilustram-se os resultados obtidos com recurso a um modelo de elementos fronteira 
convencional (Figura 1a)) e com o modelo ACA-BEM proposto (Figura 1b)). É possível salientar 
a concordância entre os resultados obtidos pelos dois métodos, com as distribuições dos 
valores da pressão praticamente idênticas nas duas figuras. 

 
a)      b) 

Figura 1: Verificação do modelo proposto – esfera sobre um plano rígido, comparação da 
pressão à superfície, para uma frequência de 500Hz: a) BEM convencional e b) ACA-BEM. 

Utilizando o mesmo modelo com a esfera sobre um plano rígido, procedeu-se ao cálculo, para 
as frequências de 250Hz e 500Hz, do valor absoluto da pressão numa linha de receptores 
afastada do corpo rígido. Na Figura 2, apresentam-se os resultados calculados pelo método 
BEM convencional e pelo método ACA-BEM, sendo possível destacar, novamente, a 
coincidência de resultados para o conjunto de receptores selecionado.  



 
a)      b) 

Figura 2: Verificação do modelo proposto – esfera sobre um plano rígido, comparação das 
respostas sobre linha de recetores com modelos BEM convencional e ACA-BEM, para 

frequências de: a) 250Hz e b) 500Hz. 

Ilustram-se, ainda, os resultados determinados para a frequência de 1000Hz, quando se 
adotou uma discretização bastante densa da superfície da esfera, em 13408 elementos 
fronteira. Assim, na Figura 3, pode observar-se a resposta do modelo em termos de pressão 
sobre a superfície da esfera (Figura 3a)) e, na Figura 3c), a comparação com os resultados do 
BEM convencional sobre a linha de receptores acima referida, que ilustra a boa precisão do 
método proposto. Na Figura 3b) é apresentada, como curiosidade, a representação matricial 
hierárquica no modelo ACA-BEM, com as zonas de interação mais forte entre os blocos da 
matriz assinalados a cor mais escura e, nos espaços assinalados a branco, as zonas com os 
blocos da matriz com menor interação e que permitem tirar partido da técnica ACA, reduzindo 
para 50% as necessidades de memória RAM em relação ao modelo BEM com a matriz 
completamente preenchida. 

 
a)      b) 

 
c) 

Figura 3: Análise do desempenho do modelo proposto – esfera sobre um plano rígido, para 
uma frequência de 1000Hz: a) resposta do modelo ACA-BEM sobre a superfície da esfera 

discretizada em 13408 elementos fronteira, b) representação matricial hierárquica no modelo 
ACA-BEM e c) comparação das respostas entre modelos BEM convencional e ACA-BEM. 



EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
As potencialidades do modelo 3D ACA-BEM são agora ilustradas, de forma sintética, através 
de dois conjuntos de resultados. Num primeiro caso, a metodologia foi aplicada na modelação 
da propagação do ruído de tráfego na presença de diferentes tipos de medidas de mitigação; e, 
posteriormente, apresentam-se os resultados da aplicação do modelo ao caso de um veículo 
elétrico e da modelação da propagação do ruído emitido pelo dispositivo de alerta.  

Mitigação do Ruído de Tráfego 
Considerou-se, num primeiro caso ilustrativo, um conjunto de medidas de redução do ruído de 
tráfego à escala real, tendo-se optado por analisar uma configuração de barreira acústica 
tradicional e três configurações inovadoras de barreiras acústicas, baseadas em elementos 
discretos verticais, dispostos na forma de barreira descontínua. Neste caso, a atenuação 
sonora conferida por este tipo de estruturas está relacionada com o seu comportamento 
enquanto “cristal sónico”, apresentando-se resultados para conjuntos de 3 filas de 11 
elementos dispersores, com a incorporação de elementos cilíndricos, de cilindros seccionados 
verticalmente a meio e de elementos paralelepipédicos, dispostos numa configuração de 
malhar triangular.  

A utilização de uma ferramenta de simulação numérica baseada no método 3D ACA-BEM 
descrito anteriormente permite analisar de forma eficiente e com tempos de cálculo 
razoáveisum conjunto de configurações previamente definidas. A definição genérica do modelo 
3D, com a barreira (tradicional ou com os elementos dispersores), com um plano horizontal 
refletor que representa o pavimento rígido e com as malhas de receptores para cálculo e 
análise posterior de resultados, é ilustrada esquematicamente na Figura 4.  

	
    
a)      b) 

Figura 4: Definição esquemática do modelo genérico 3D com medidas de redução de tráfego 
do tipo barreira tradicional ou com elementos dispersores verticais. 

Este sistema físico foi excitado por um fonte pontual posicionada acima do pavimento rígido e 
atuando a uma certa distância da barreira acústica, encontrando-se centrada com esta 
estrutura. Os resultados numéricos foram obtidos para um elevado número de receptores, 
localizados sobre o pavimento, na superfície da barreira ou dos dispersores, e em dois planos 
verticais ortogonais. Na Figura 5, ilustram-se os resultados obtidos, em termos de níveis de 
pressão sonora, para as 4 configurações analisadas e para uma frequência de excitação da 
fonte de 1000Hz.  

O método 3D ACA-BEM implementado revelou-se particularmente eficiente na resolução 
destes problemas, tendo permitido a análise de problemas computacionalmente muito 
exigentes, com discrerizações desde 15192 elementos, para o caso da barreira tradicional com 
5m de comprimento, até ao modelo mais pesado com 39336 elementos, no caso da barreira 
com 3 filas de cilindros dispersores. De facto, para problemas com estas dimensões, saliente-
se que a modelação computacional com o BEM apenas se tornou possível fazendo uso de uma 
técnica de tratamento de matrizes adequada como a técnica ACA. Na Figura 5 pode observar-
se a atenuação dos níveis sonoros conferida pelas estruturas de mitigação, estando bem 
patente o caráter 3D dos resultados obtidos.  



 
a)      b) 

 
c)      d) 

Figura 5: Comportamento 3D, para diferentes medidas de mitigação, em termos de pressão 
sonora para uma frequência de 1000Hz: a) barreira tradicional, b) barreira com 3 filas de 
cilindros circulares, c) barreira com 3 filas de meios cilindros, e d) barreira com 3 filas de 

paralelepípedos. 

Ruído de alerta de veículos elétricos 
No segundo exemplo de aplicação selecionado para ilustrar as potencialidades da metodologia 
3D ACA-BEM proposta são analisados os níveis de pressão sonora (SPL) resultantes da 
propagação do ruído de alerta de um veículo elétrico. Considerou-se a modelação daquela 
fonte sonora como um altifalante incorporado na zona frontal de um veículo 3D, que foi 
discretizada através de 11812 elementos. Na Figura 6, ilustram-se os resultados numéricos 
obtidos, para uma frequência de cálculo de 1000Hz, em duas condições de propagação 
distintas: no caso da configuração de uma rua aberta (Figura 6 a)) e para o caso da 
configuração de uma rua com uma parede lateral totalmente refletora, que poderá representar 
um edifício alto paralelo à rua (Figura 6 b)). 

De novo, deverá referir-se que o contributo da técnica ACA implementada foi decisivo para a 
obtenção destes resultados numéricos de forma eficiente. As figuras ilustram, para uma dada 
frequência (1000Hz) a resposta do sistema, correspondendo à influência do campo incidente 
emitido pelo dispositivo de alerta, mas incorporando ainda a influência das reflexões 
provenientes do pavimento do rígido e/ou da parede rígida paralela à rua, que muito 
contribuem para um padrão da resposta bastante complexo.  

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste trabalho, foi apresentado um modelo 3D baseado no método dos elementos fronteira (3D 
ACA-BEM), para a simulação da propagação exterior do som. Por forma a tornar a metodologia 
eficiente, foram incorporadas funções de Green apropriadas, para ter em consideração a 
presença de superfícies planas refletoras, assim como se implementou uma técnica para 
análise de matrizes densas, que permite aumentar a rapidez de cálculo e reduzir a memória 
necessária em problemas realistas de grande dimensão. A estratégia de resolução foi descrita, 
tendo-se apresentado a sua verificação através da comparação com resultados de outros 
métodos numéricos consolidados. As potencialidades do modelo proposto foram ilustradas em 
dois exemplos de aplicação, cuja resolução eficiente muito beneficiou das técnicas 
implementadas, tendo em consideração a dimensão dos sistemas físicos discretizados. 



 

 
 

a)      b) 

Figura 6: Aplicação do modelo 3D ACA-BEM proposto à propagação de ruídos de alerta de 
veículos elétricos; níveis de pressão sonora calculados para uma frequência de 1000Hz: a) 

configuração de rua aberta, e b) configuração de rua com parede lateral. 
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