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Resumen

El uso de la parte real del espectro permite la medida exacta de la frecuencia natural de un
sistema utilizando cualquier parametro de respuesta y también la medida del amortiguamiento
viscoso o histerético a través de la receptancia, incluso si el amortiguamiento es no ligero. Sin
embargo, este método es muy sensible a errores de fase que pueden ser producidos por los
filtros (aparentemente sin consecuencia) en los canales de medicién, o por errores en la
alineacion temporal en medidas monocanal. En este trabajo se presentan métodos para
detectar y corregir estos errores de forma que se pueda aprovechar toda la potencia de este
método en la medida de pardmetros modales.

Palabras-clave: ensayos de vibraciones, alto amortiguamiento, analisis modal

Abstract

The use of the real part of the spectrum allows an exact measurement of the natural frequency
of a system regardless of the response parameter used. Additionally, it also measures the
damping for both viscous- or hysteretic-damped systems, even for non-light damping. However,
this method is sensitive to phase errors that can be produced either by the use of apparently
inconsequential measurement channel filtering, or by alignment errors for single channel
measurements. Here, methods are presented to correct this type of error so that the full
potential of this measurement technique can be realised.

Keywords: vibration testing, heavy damping, modal analysis

1. Introduccion

La frecuencia natural (f;) y el amortiguamiento (¢) son dos parametros del sistema que suelen
requerir alguna estimacion. Entre muchos métodos comunes y simples para aplicar estan el
Peak Picking (PP), la parte real (Re-P) o imaginaria (Im-P), y el método de Nyquist. Para medir
los parametros sin errores sistematicos, y especialmente para sistemas no-ligeramente
amortiguados, es necesario aplicar un método exacto segun el tipo de amortiguamiento, y
aplicado al parametro de respuesta adecuado [1]. El método Re-P tiene la gran ventaja de que
permite medir la f, independientemente del parametro en que esta basado el espectro de la
respuesta (aceleracion, velocidad, desplazamiento), y ademéas permite medir el
amortiguamiento sin error sistematico para sistemas con amortiguamiento de tipo viscoso o
histeretico. Ademas, todo esto sigue siendo valido para sistemas no-ligeramente amortiguados.
Sin embargo, los métodos Re-P y Im-P son sensibles a errores de fase, los cuales pueden
ocurrir por la aplicacién de filtros en los canales de medida. También para medidas mediante
excitacién impulsiva la mala alineacion de la parte impulsiva en la sefial de aceleracion con el
origen temporal causa errores equivalentes.
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Figura 1. Sistema de medida de dos canales, con entradas temporales, fase diferencial (7) y la conversion
al dominio espectral mediante la transformada de Fourier (&).

Un sistema de medicion tipico se muestra en la Figura 1l donde se muestran las
sefiales temporales de las respuestas x(f) y v(¢), y la de la respuesta p(f). Los parametros
modales se pueden medir usando medidas de 1 6 2 canales. Se suelen usar medidas de 2
canales, con excitaciébn continua o impulsiva, normalizando la respuesta con la sefial de
excitacién. Para excitacidn impulsiva, y si la sefial de excitacidn no esta disponible, se puede
proceder si el ancho de banda de p(¢) es suficientemente amplio y si la parte impulsiva de la
respuesta esta alineada en tiempo correctamente.

Aqui se estudia el efecto de los errores de fase y se presentan dos técnicas para
corregirlos o evitarlos. En este articulo se distingue entre los valores verdaderos de parametros
y medidas de ellos por el simbolo “*", y también se usa la siguiente notacién por ejemplo:
f(PP{QV“}) representar la frecuencia medida por el método PP aplicada al espectro indicado.

Finalmente, las frecuencias se expresan en forma circular o angular y se entiende que con el
mismo subindice se representa la misma frecuencia. Se usan versiones de estos espectros
basados en las repuesta de velocidad y aceleracion que son corregidas por fase asi que
mantienen los mismas caracteristicas de las partes real e imaginaria de la respuesta basada en
desplazamiento, G,, Se nombran 0, and Q,, y son

0,(W=wG (v , 0, (W=wG, (). (1a,b)

Este trabajo desarrollo algunos aspectos de un escrito publicado en Applied Acoustics [2].

2. La determinacion de parametros modales por difer  entes tipos de
espectro

2.1 La parte real del espectro

La parte real de la funcion de respuesta en términos del desplazamiento en frecuencia (FRF)
de un sistema de un grado de libertad (SDOF) y con amortiguamiento viscoso ,G’, 0 con

amortiguamiento del tipo histereético, g”, se pueden expresar (normalizado con la fuerza):
1 w, — ' 1 w, —

- 2 2 - 2

m (@ - f +(2¢e,0) m (@ - f +(pe)
donde m es la masa rigida del sistema (que se considera igual a la unidad en los ejemplos
siguientes). «, es la frecuencia natural y { es el factor de amortiguamiento viscoso y 7 es el

factor de amortiguamiento estructural que se suele relacionarlo con ¢ por su equivalencia a
resonancia ({,,) [3]

Re{G! (@} = Re{G ()} = _, (2ab)

{og =11/2. (3)
La respuesta espectral de ' se puede encontrar en [3,4]. De (2) es claro que la frecuencia
cuando Re{G,(«)} =0 es f,. También aplicando (1), esta solucién persiste para las otras
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respuestas. Como la solucién de Re{G (@} =0 no depende del denominador, tampoco es

afectado por el tipo de amortiguamiento. Asi, en general, fn (Re{[) define la f,.

El amortiguamiento se puede medir también con el espectro real usando dos
frecuencias adicionales situadas en los puntos maximo y minimo de la respuesta G,, f; Y f;
respectivamente. Juntos con f,, se calcula ¢ (or ,,) como

¢=L"te @

47,

Se vera que ésta mide ¢ sin error sistematico, aunque se suele usar una version aproximada,
especialmente para sistema con amortiguamiento ligero [3]. /, y /, se identifican haciendo la
derivada de (2) cero, y resolviendo las ecuaciones resultantes en

o' 20w+ (1-4¢%)=0 | o 2000 + @ (1-0?)=0, (5a,b)

Aplicando la identidad (3) se puede ver por comparacion de los términos constantes que las
soluciones seran iguales independientemente del tipo de amortiguamiento. f, y 7, son

fo=fAN1=20% 0 fy = fA1+207 (6a,b)

y sustituyéndolas a (4) se ve que el amortiguamiento se determina exactamente hasta un valor
de {de 0.5.

2.2 La parte imaginaria del espectro

La parte imaginaria de la respuesta en velocidad de un sistema con amortiguamiento viscoso y
la parte imaginaria de la respuesta en desplazamiento con amortiguamiento histéretico son
respectivamente:

oY -2{w, W’ 1%,
o= Y bz m(ef -] +

Se comprueba que el minimo de cada funcién ocurre en f,, asi ambos j'(lm{Q:‘}) y f(lm{Gj})

estiman f, sin error sistematico. Este hecho se puede utilizar para corregir errores de fase,
como se describe abajo.

m{G" (w} = ¥ (7 ab)
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Figura 2. a) Error en la evaluacion de f, usando los métodos Re-P (—) y Im-P (—) en funcién de @, para un sistema
con {=0.1. b) Sensibilidad (S) como funcion de ¢, para pequefioq.

3. Errores en la medida

Un filtro en un canal de medida, de tipo paso bajo y a frecuencias bajo la frecuencia de corte,
tiene una caracteristica de fase lineal con la frecuencia. Esta es equivalente a un retraso (group
delay) que tiene la misma consecuencia de errores en la alineacion de la parte impulsiva de la
repuesta, asi errores procedentes de los dos fuente se puede tratar igualmente. Un retraso 7 en
tiempo es equivalente a multiplicar el espectro en frecuencia:

xt-17) O 5 e X(w). (8)
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T se muestra en la Figura 1 y representa el retraso diferencial entre los dos canales. En la

Figura 2 se muestra el error inducido en la medida de f, por los métodos Re-P y Im-P donde el
error se representa como error normalizado por el periodo natural de oscilacion del sistema O

a=1/T. )
Alineando la respuesta temporal del la primera parte del impulso a =0 de un impulso

rectangular causara en error de £/2, donde & es el ancho del impulso. Se ve que Im-P es la
mitad de sensible de Re-P, y para pequefios valores de a el error, e, es proporcional a a. Esto
facilita el calculo de la sensibilidad, S,

S=ela, (10)
que también se muestra en la Figura. Se observa que un valor de €& tipico es 1ms, y es

parecido al group delay debido a un filtro paso bajo tipo Butterworth, de orden 2 con una
frecuencia de corte de 1kHz (1.5ms).

a)

Impulse amplitude

+
Ly by At t

|
L 1 L L - 1
€220 e €2+20 05 ) 1 15
14,

Figura 3. a) [lustracion de impulso asimétrico (—), la mitad de la achura temporal (- - -) y el zpsc (—). b) La
definicion de zpsc por interpolacion (¢). ¢) Im{ é(m [) } para diferentes valores de B. (Q(mo) D).

4. Reduciendo los errores de medida

Se presentan dos métodos para reducir los errores. El primero funciona mejor con medidas
monocanal, y el segundo se puede usar con medidas de 1 6 2 canales.

4.1 El centro espectral de fase cero (zero phase sp  ectral centre, zpsc) de un impulso

La ubicacion del zpsc de un impulso no se puede definir facilmente si el impulso no es de forma
rectangular, o si no es de forma simétrica. Es necesario alinear el zpsc del impulso de la
respuesta en aceleracion con el origen en tiempo para calcular el espectro correctamente.
Supongamos que i(¢) representa o (i) la parte impulsiva y aislada de la repuesta de aceleracién,
o (ii) el impulso de la sefal de fuerza (si esta disponible) como se muestra en la Figura 3. El

impulso se puede representar como M elementos rectangulares con anchura At¢, y a
frecuencias mucho mas bajas que 1/Af la repuesta compuesta en magnitud y fase es

lw|=06>"b, . arg(llw)=-) b,wt, . (11a,b)
Om Om

El zpsc se define como el valor de 7. que hace la suma ponderada igual a cero, asi
t.:Y.b, w(t, —t,)=0. (12)
Om
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En la practica se puede estimar f. como la mitad de la anchura del impulso fc, y calcular la
fase, @y @ en dos pasos de tiempo a cada lado
{09} = Hawe 75, (13)

Como la fase es una funcién lineal de 7, el valor exacto de f. se puede calcular por
interpolacién. Se observa que el célculo de 7. no estéa limitado por la resolucién temporal. Por

eso no se traslada la sefial en tiempo una cantidad ¢., sino que se corrige el espectro sin tratar
0, en el dominio de tiempo:

P12 Qv(w) =0, (W si arg(e'j"’“ ‘P(w)) =0. (14)

donde W(w es el espectro del impulso.
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Figura 4. a) Evaluacion de los parametros con Re-P con las alineaciones: aq (%), a; (¢), a, (+). a) fn y ¢ aplicando
Re-P a X (las barras de error muestran el rango esperado de ¢ por discretizacion en cada caso), b) j’n aplicando Re-

PaV,c) f aplicando Im-Pa V.

4.2 Correccion automatica usando la parte imaginari  a

Una diferencia neta en retraso en cada canal de medida también resulta en una version del
espectro que tiene su caracteristica en fase ajustada J(w, g) del espectro verdadero Q

Olw P =e' 0w, (15)

donde £ no se suele saber (con exactitud). Hay que encontrar la fase de correccion y tal y
como se puede corregir el espectro:

OwP=0 . y-B=0-0. (16a,b)
Primero, considerando un sistema con amortiguamiento viscoso, ya se ha mostrado que el
minimo de [m{Q’; ocurre a f,. Aunque no es trivial mostrarlo matematicamente (aunque se
puede demostrar facilmente con un modelo numérico, se dan mas detalles en [2]), el valor
minimo de ¢ ocurre cuando =0, a cualquier otro valor cercano la frecuencia del maximo
cambia de forma que el valor del pico siempre aumenta. Esto se ilustra en la Figura 3. De este
modo, para encontrar ) hay que multiplicar el espectro con un vector unidad complejo con

variable ) hasta que se alcanza el menor valor posible del minimo de la parte. Aunque ) no
esta limitada por la resolucion en frecuencia, la identidad del minimo mismo si esta limitada por
el valor discreto de la frecuencia mas cercana. Para un sistema con amortiguamiento
histerético, se pueden corregir errores de fase de forma parecida, pero usando G’} en vez
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de mm{@’}. Una vez encontrado el valor de ), se puede aplicar a cualquier parametro, no solo a

aquel en que se ha calculado. Este método de correccién se denota aqui como “Im-corr”, y los
parametros corregidos asi tienen el superindice “corr”.

a) | | b) | °
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Figura 5.a) Evaluacion de f, y {aplicando el método Re-P a X con diferentes alineaciones temporales corregidas por
Im-corr (clave como la Figura 4). b) Evaluacion de f, y { con excitacion de barrida en frecuencia aplicando el
método Re-P a G, con un filtro paso bajo Butterworth de 1kHz aplicado a un canal. Clave: sin correccion () con
orden de filtro: 1-0, 2-0, 4-0 simbolo en gris — filtro en la canal de excitacion; en caso contrario en el canal de
repuesta, y corregida por Im-corr (+).

5. llustracion de correccién de alineamiento tempor  al correcto y Im-corr

Se usO un modelo numérico para simular las respuestas temporales de un sistema con
amortiguamiento viscoso y con valores de sistema: f, = {30Hz, 50Hz, 70Hz, 90Hz} y = {0.05, 0.1,
0.2, 0.3} y con un impulso rectangular de excitacion de duracion de 1ms. Se aplicaron tres
alineamientos temporal, se aline6 el origen de forma que: a, — con el principio del impulso; a; —
con la mitad de la duracién del impulso; a, — con el zpsc. Después, se calculo el espectro de

desplazamiento (X) y velocidad (V) con Af'= 1/3Hz. El la Figura 4 se puede ver el error debido
al uso de ay, y que la aplicacion de a; mejora bastante, aunque existen errores en f, y {. El uso
de a, resuelve f, exactamente en casi todos los casos. Parece que en algunos casos { ha
empeorado, pero la correccion siempre sitta el valor de { dentro del rango esperado por
discretizacion. En la Figura 4 se observa que este resultado se repite con f(Re{}), Yy también

con 7(imgry) donde los errores con a, son solo la mitad debido a la reduccion de sensibilidad tal

y como se describe arriba.

En la Figura5 se observa que el uso de Im-corr corrige bien las medidas
independientemente de la alineacién aplicada, aunque su exactitud esta limitada con la
resolucién, como se ha descrito arriba. Finalmente, en la Figura 5 se ve la aplicacion de un filtro
a uno de los canales de medida. Se observa que el efecto de dicho filtro en las medidas,
especialmente para valores de f, y  altos, pero Im-corr corrige bien los errores debido al filtro.
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