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ABSTRACT 

The objective of this work is to study the nonlinear propagation of ultrasound in a liquid with 
a homogenous density of gas bubbles. A new multidimensional numerical model based on the 
finite element method has been developed. The simulations allow us to analyze the pressure 
field and the bubble vibrations in several cases. The authors acknowledge the support of the 
Ministry of Economy and Competitiveness of Spain (DPI2012-34613, BES-2013-064399). 

 
 
 
RESUMEN 

El objetivo de este trabajo es estudiar la propagación no lineal de ultrasonidos en un líquido 
con densidad homogénea de burbujas de gas. Se ha desarrollado un nuevo modelo numérico 
multidimensional basado en el método de los elementos finitos. Las simulaciones permiten 
analizar el campo de presiones y la vibración de las burbujas en varias configuraciones. Los 
autores agradecen el apoyo del Ministerio de Economía y Competitividad de España (DPI2012-
34613, BES-2013-064399). 
 
 
 

1. INTRODUCCIÓN 

En la actualidad el uso de ultrasonidos de alta intensidad es cada vez más frecuente. 
Existe un gran abanico de aplicaciones, entre ellas la industria alimentaria [1], la industria 
química [2], la filtración de partículas [3] y la medicina [4]. La propagación de ultrasonidos en 
medios no lineales constituye una rama de investigación teórica y aplicada muy actual. Uno de 
los medios que más interés despierta son los líquidos con burbujas ya que son medios 
extremadamente no lineales con aplicaciones en la industria [2] y la medicina [5]. La presencia 
de burbujas en el líquido modifica drásticamente las propiedades acústicas del medio, y por 
tanto la propagación del campo acústico [6,7].  
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Resulta de gran interés tener herramientas que simulen la propagación ultrasónica en este 
tipo de medios. Algunos desarrollos han sido llevados a cabo como [8,9] donde se resuelve en 
tres dimensiones la ecuación de ondas lineal teniendo en cuenta una distribución gaussiana del 
tamaño de la burbuja pero sin tener en cuenta la interacción campo-burbuja. En [10] se analiza 
la ecuación de ondas lineal teniendo en cuenta la disipación de las burbujas. En [11] se analiza 
como el campo acústico en un resonador se acopla con la vibración de las paredes, teniendo 
en cuenta las burbujas para analizar la atenuación del campo. 
 

La propagación de ultrasonidos de alta intensidad en medios no lineales produce 
fenómenos de gran interés que se deben tener en cuenta en los modelos numéricos de 
simulación. Un ejemplo en un fluido homogéneo se encuentra en [12], donde en una dimensión 
se tiene en cuenta la no linealidad en un tubo lleno de un gas ideal. En [13] se resuelve la 
ecuación de ondas unidimensional en un líquido con burbujas teniendo en cuenta la no 
linealidad, la dispersión y la disipación mediante el método de las diferencias finitas. El estudio 
en dos y tres dimensiones se lleva a cabo en [14,15]. 
 
 

En este trabajo presentamos un nuevo estudio basado en el método de los elementos 
finitos donde se analiza la propagación ultrasónica en tres dimensiones en un líquido con 
densidad constante de burbujas de gas. Para ello se resuelve un sistema diferencial que acopla 
la presión acústica con las variaciones de volumen experimentadas por las burbujas de gas. 
 
 
 

2. MODELO FÍSICO-MATEMÁTICO 

Se considera un transductor esférico de radio de curvatura 
cR  y de diámetro de abertura D  

emitiendo en un líquido con burbujas formado por agua y burbujas de aire. Se considera que el 

dominio espacial de estudio tiene simetría axial y longitud 
maxL . Se resuelve el sistema 

diferencial que acopla la presión acústica p(z,r,t)  con la variación de volumen 

0gv(z,r,t) V(z,r,t) v   experimentada por las burbujas con respecto a su volumen inicial
0gv , r  

y z  son las coordenadas espaciales (cilíndricas) y t  la coordenada temporal. Este sistema 

viene descrito por la ecuación de ondas, Eq. 1, y por la ecuación de Rayleigh-Plesset, Eq. 2:  
2  2  2  2 
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donde 

0lc  es la velocidad del sonido en el líquido, 
0l  es la densidad del líquido, 

gN  es la 

densidad de burbujas, 
maxt  es el tiempo total que dura el experimento, 2

g 00g  g 0g 0g3 p / R    

es la frecuencia de resonancia de las burbujas, 
0gR  su radio inicial, 2

0g 0g 0g gp c /    es la 

presión atmosférica del gas, 
g  la razón de los coeficientes específicos del gas, 

0g  la 

densidad del gas en el equilibrio, 
0gc  la velocidad del sonido en el gas, 2

l 0g 0g4 / ( R )     es el 

coeficiente de viscosidad del medio, donde 
l  es la viscosidad cinemática del líquido, 

2

g 0g 0ga ( 1) / 2v    , 
0gb 1/ (6v )  y 

0g 0l4 R /     son contantes. Se usan las siguientes 

condiciones iniciales:  

max

p v
p(z 0) v (z 0) 0; (z,r) [0, L ]x[0,D 2] (3)t 0,

t t

 
       

   

Las condiciones de contorno son las siguientes:
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    m x0 af r [0,D 2]p(z 0,t , t [0,) p sin( t); t ] (7) 
 

 
Se usa como fuente de excitación una fuente continua de presión de amplitud p0 y frecuencia f. 
 
 
 

3. RESULTADOS 

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas se usa el método de los 
elementos finitos [16,17]. En este caso se usa el software Comsol-multiphysics [18] para 
implementar este método de resolución. 

 
 

Se usan los siguientes parámetros: D 0,04 m , maxL 0,092 m , 
cR 0,08 m , 

maxt 22T , 

siendo T 1 f , f 300 kHz , 6

0gR 4,5 *10 m , 11 3

gN 10 m , 
0gc 340 m s , 

0lc 1500 m s

, 3

0g 1,29 kg m  , 3

0l 1000 kg m  , 
g 1,4   y 6 2

l 1,43 10 m s   . 

 
 

  Régimen lineal: p0 = 10 Pa 
Se resuelve el problema para el caso lineal tomando como amplitud de la fuente 

0p 10 Pa . En la Fig. 1 se muestra la evolución del campo de presión a lo largo del tiempo de 

estudio. 
 

 
Fig. 1. Evolución de la presión en régimen lineal durante 22T. 

 

 Régimen no lineal p0 =25.000 Pa 
Se resuelve el problema para el caso no lineal tomando como amplitud de la fuente 

0p 25.000 Pa . En la Fig. 2 se muestra la evolución del campo de presión a lo largo del tiempo 

de estudio. 
 

 
Fig. 2. Evolución de la presión en régimen no lineal durante 22T. 

 
A la vista de las Figs. 1 y 2 se puede observar cómo tanto en régimen lineal como no lineal 

el sistema focaliza, concentra su energía en un punto del eje. Cuando se trabaja en régimen no 
lineal se observa que la onda focaliza más cerca de la fuente. 
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En la Fig. 3 se muestra la posición de los puntos en el eje donde se analiza la señal no 

lineal en tiempo (Fig. 4) y frecuencia (Fig. 5). En la Fig. 4 se muestra la forma de onda para los 
últimos periodos mientras que en la Fig. 5 muestra la descomposición en frecuencia de la 
señal.  

 

 
Fig. 3. Esquema del sistema con los puntos donde se analiza la señal. 

 

 
Fig. 4. Forma de onda en los distintos puntos del sistema. 
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Fig. 5. Descomposición en frecuencia en los diferentes puntos del sistema. 

 
 
La Fig. 4 permite observar las diferentes amplitudes obtenidas en los diferentes puntos. El 

punto donde la intensidad es mayor es el punto 10 que se corresponde con una distancia de 50 
mm de la fuente. En la Fig. 5 se observa la presencia de un segundo armónico en algunos 
puntos. Su máximo se presenta de nuevo en el punto número 10.  
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