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ABSTRACT

In this paper, the acoustic propagation through elastic means is approached. It uses the product
of a temporary function and the delta of Dirac for the intensity and positioning of the source. The
propagation is based on the elastic equations and potentials. Through Laplace and Fourier
transformed and approaching the source by means of overlapping Laplace transformed of plane
waves, the vectorial displacement in function of the intensity of the source is obtained.

RESUMEN

El objeto de este estudio es el desarrollo de un modelo matematico que permita aproximar la
propagacion de pulsos acuUsticos generados por una fuente puntual transitoria a través de
estructuras elasticas multicapa. Este problema, que presenta gran interés practico ha sido
estudiado por numerosos autores empleando diversas técnicas matematicas. En este modelo, la
intensidad emitida y posicionamiento de la fuente puntual se construye mediante el producto de
una funcién temporal y la delta de Dirac. El proceso de propagacion se apoya en las ecuaciones
basicas de la elasticidad y su solucion mediante la introduccién de los potenciales de
desplazamientos y fuerzas. El empleo de las transformadas de Laplace y Fourier permiten
obtener la solucion para una fuente puntual. La aproximacién de la fuente puntual esférica
mediante superposicion de transformadas de Laplace de ondas planas, conduce a una solucion
de las componentes del vector desplazamiento. Finalmente, la implementacion numérica
contempla la resolucién numeérica de ecuaciones mediante el empleo de numerosos algoritmos, la
cuadratura gaussiana para integrales dobles o de Simpson para las integrales de convolucion. La
superposicion de respuestas es también realizada numéricamente. Finalmente se obtienen los
valores de los desplazamientos en funcién de la intensidad de la fuente.

1. INTRODUCCION
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En estructuras elasticas multicapa que presentan diferencias significativas en los parametros
materiales se generan, por efecto tunel, ondas peliculares en la interface con respuestas
importantes que pueden ser dominantes. Asi, si una fuente sonora se encuentra en la proximidad
de la interface entre dos medios rapido y lento, la respuesta en el medio lento estad dominada por
una sefial propagada a través del medio rapido. En particular, cuando una fuente sonora
dilatacional esta cerca de la superficie de un medio elastico, se produce una transformacién de la
onda longitudinal a transversal en la superficie, con velocidades de propagacion distintas.
Aparecen dos ondas superficiales que se propagan en la interfaz plana sélido-fluido cuando el
valor de la velocidad de propagacion sonora en el fluido cg se encuentra entre los valores de la

transversal y la longitudinal en el sélido. Si cg es mas baja que las velocidades de la onda
transversal Cg y la onda longitudinal volumétrica cp en el sélido la onda de Rayleigh se propaga
con una velocidad de fase mas baja que la Cg y radia la energia al fluido y la velocidad de fase de

la onda de Stoneley es mas baja que las velocidades en los tres medios. El problema de una
fuente que emite pulsos transitorios en medios estratificados, es de gran interés practico, para el
calculo del aislamientos o en ensayos no destructivos, por ello ha sido estudiado por numerosos
autores, [1] - [4]. El esquema bésico de perturbacién se centra en la resolucion de dos problemas
fundamentales, fuente dilatacional en presencia de interfaz fluido/solido y en el de la proximidad
de una capa delgada que permite una velocidad elevada. En el primero aparecen respuestas
separadas debido a la desigualdad de los medios y la conversion de la onda en la interface. En el
segundo, la capa delgada de velocidad alta perturba el campo generado por la fuente en el medio
circundante mas lento.

2. ECUACIONES BASICAS EN UN MEDIO INFINITO

La ecuacion de ondas no-homogénea fundamental para pequefias oscilaciones elasticas en los
cuerpos, es de la forma,

(I +mNN- W) +mR2W+r fyy =1 720/t @)

donde, W, vector-desplazamiento de las particula del medio, r , masa especifica, | y m,
coeficientes de Lamé, t, tiempo. En un medio homogéneo e isétropo, la propagacién de ondas

longitudinales, cp, exige que N° w=0, en tanto que para las ondas transversales, Cg,

N- W =0. La ecuacion del desplazamiento en funcién de las velocidades adoptara la forma,
(cB- B)N(N - W) +c3 N2 W +fy =r 72w /1t2 )

En general, las ondas elasticas producidas cualquier fuente puntual asimétrica como una fuerza
concentrada aplicada oblicuamente, dipolo, etc., pueden representarse mediante tres funciones
potenciales | , ¥y y C del desplazamiento; las condiciones de contorno a imponer son la

continuidad de las tensiones y los desplazamientos para cada coordenada a través de las
correspondientes interfaces paralelas, en cada instante. El vector-desplazamiento obtenido a
partir del potencial C sera paralelo a los planos z=cte y el movimiento de la onda

correspondiente se designa como onda-SH. Como, C no esta acoplado con los otros dos
potenciales en las condiciones de contorno, y las ondas reflejadas y transmitidas, debido a la
incidencia en la interface de dos capas de la onda-SH, se polarizan también horizontalmente, el
movimiento de la onda total puede ser descompuesto en dos partes, ondas-P y ondas-SV
representadas por los potenciales | y Yy , y ondas-SH, por C . Cada parte se refleja y refracta
independientemente de la otra a lo largo de las capas. Representando los campos W y fM en

funcion de los potenciales de la forma,

w=Rj +Ny (32)



o AEU T

fyy =Nb+N’ B (3b)

siendo, b y B , S potenciales escalar y vectorial de fuerza masica, respectivamente, y N- y =0

y N - B =0, satisfacen (2) si:
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Considerando el med|o elastico inicialmente en reposo, las condiciones iniciales para (4) implican
la anulacién de W y W en t=0, quedando, ] =] =0,y = y =0,en t=0.

Para una fuente puntual transitoria de intensidad Ap, AS: [As, ASy Asz]t, situada en rg

frente a un medio infinito y serie temporal f(t) y el punto-campo r, (S=r-r§), la fuerza
masica,
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2.1. Solucién particular en un medio infinito

En el caso de fuente puntual perturbando un medio infinito, homogéneo e is6tropo, aplicando las
transformadas integrales de Laplace a los potenciales en la ecuacion (4),
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siendo j(r,s) la transformada de Laplace respecto a t de parametro s constante, real y
positivo del potencial escalar j (r,t) (analogamente para Yy (r,t)). La solucion particular se

interpreta como suma (integracion sobre X y K ), de ondas planas emitidas por la fuente en
todas direcciones y ser4,
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donde, fp(s) = f(s)/8p CP, fs(s) = f(s)/&)zcé, y las funciones de emitancia de la fuente
Sp=(cp? +x2+k?)y Y2 sg=(cg®?+x2+k?) Y2 con h Reh30 y z Rez?3O0.
Mediante la aplicacién de la transformada de Fourier espacial bidimensional respecto a las
coordenadas X e Y, estas ecuaciones se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias.

x|
Las funciones de fase para las ondas esféricas P y S medio 1 MEREIAN 50 (2)
reflejadas/transmitidas y para las superposiciones de las P g
ondas planas P y S reflejadas/transmitidas, se obtienen ;éz)P
calculando el tiempo total invertido en el trayecto entre fuente T S
y receptor a lo largo de la trayectoria reflejada/transmitida.
Para el célculo, se aplica la ley de Snell igualando las fases
en la interface de las respectivas ondas. Las amplitudes se
obtienen multiplicando la amplitud de la onda incidente por
los coeficientes del reflexion/transmision correspondientes.




o AEU T

- . . . PS
Los coeficientes de reflexion en la interface seran, RPT y RPS = [RF>SX R ™Y RF’SZ]t .
Fig. 1 Trayectorias de las ondas incidente, reflejada y transmitida
para la onda— P incidente sobre la interface (2).
2.2. Dos semiespacios

Para dos semiespacios en el contacto en z=0 perturbados por una fuente puntual de dilatacion
de intensidad unidad, Ap =1y AS =0, localizada en el medio 2 en rg, fig. 1, las ondas
reflejadas P y S seran:
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Las funciones de emitancia seran Sp = (c[:% +x2+k?)y V2 Sg= (Cé% +x 2 +k?2) V2

El desplazamiento resultante en un receptor situado en el medio-fuente, es, por superposicion,
J o*] 2 Yylas tres componentes de 5.

Si z=0,en(8), gp(f;x,k)=jx x+jky-hz, gg(r;x,k)=jxx+jk y-zz,y la matriz

de coeficientes de reflexion en la superficie libre, R PS :[RPSX RpSy 0]t

En el medio 1, las ondas esféricas P y S transmitidas vienen dadas, respectivamente, por:
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siendo, gpp(S,x,k) = jx x+ jk y-hs z§-hyz y gpg(Sx.k) = jx x+jk y-hy z§- 2,2, las

funciones de fase. Los coeficientes de transmision en la interface seran, TPP,
PS ;

TPS = [TPSX T TPSZ] t. Cuando el receptor esta sobre el plano interface z=0, se

convierte en superficie receptora y los rayos forman un rayo-P coalescente. Si DiP son las
funciones en la superficie receptora,
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2.3. Capa de espesor_d

o |

medio 1 medio 2

En una capa de espesor d perturbada por una fuente puntual
de dilatacion de intensidad unidad Ap =1y AS =0 situada
dentro de la capa a la distancia z§ de la inteface 2 (fig. 2) se

agrupan los rayos reflejados atendiendo al nimero de
reflexiones consecutivas en la interface y la superficie libre
antes de localizar al receptor de la superficie. El primer grupo
contiene solo el rayo-P coalescente. El segundo, rayos pP vy

PS y el tercero a los rayos PpP, PpS, PsP y PsS, etc. @ @ @
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fig. 2 Capa de espesor d a continuacién del semiespacio.

Las respuestas de la superficie debidas a los rayos pP y pS para r; =[x y 0] t , seran,

VY,
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donde, i =X Y,Z, Rpp, Rps, Rpsy, coeficientes de reflexion en la interface y D-P,Disx

Disy funciones receptoras superficiales. Y, gpp(X Y,0)x,k )= jx x+ jk y-hy(2d- z§);
gps(X, Y0x,k ) =ix x+ik y-hy(d - z§)- z1d.

Realizando la transformacién ortogonal de variables de integracién reales p y q definida por:

&0 _ € cosq senqu epL‘J
n-é { (12)
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se obtienen los desplazamientos transformados de Laplace en un receptor arbitrario en 1 debido
a los rayos multiplemente reflejados y transmitidos:

éwy (1, s)u éIm] ¥ +¥ ’pEX(p,q) cosy U )
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donde, E,(p,q), Ey(p,q) y E,(p,q) sonfuncionesde p y gy g(r; p,q) la funcién de fase.

3. GENERALIZACION A MULTIPLES CAPAS

Para una estructura multicapa se utiliza la solucién general de las transformadas de Laplace de
los potenciales para una medio homogéneo e isétropo, afiadiendo el subindice i (i =1,2,3,...) a
las magnitudes fisicas correspondientes de cada capa, y utilizando alguna de las diversas
variantes del método de Cagniard, en particular, el método de inversién modificado de Cagniard-de
Hoop, aplicable a rayos multiplemente reflejados y transmitidos en el dominio-tiempo en un sélido
estratificado perturbado por la fuente puntual (5). Este método introduce una transformacion de p

at en funcién de la fase definida por:

i=2

= . o
g p.o)=j pr- Q z+a’ +p°+q°=-t (14)

i=1

donde, g, constante real, t real positivo con dimensiones de tiempo; zj, proyeccion total sobre
el eje z de todos los segmentos de la trayectoria asociada con la inversa de la velocidad de onda
a;. (ag<ag<ay <ag,endonde a; = C'S]J_', a, = c,':;%, ag = Céjz‘ y ag = C[;%, son las respectivas
inversas de las velocidades de propagacion de la onda en la capa y en el medio 1).

Asi, empleando (14), de la primera ecuacion de (13) una vez empleado el teorema de convolucién
se obtiene como resultado global para las tres componentes:
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donde, gyt ) =g 1(F0.t7), mt ;) =g Xt .q).

La ecuacion (15), junto a las (16) proporciona, en el dominio de tiempo, los desplazamientos en el
receptor. La respuesta total se representa mediante la suma finita de respuestas parciales de
todos los rayos que llegan al receptor, directos y refractados en el tiempo de observacion
establecido. Siendo el tiempo de llegada para el rayo directo es tq =- g(r; pgq,0), en donde,

Pq =jby., OE£by £ a,. La distancia minima del receptor r,, en la que es registrado el rayo
refractado viene dada por:

n°=2

— 2 24\1/2 _ —
'm=ama Z (a1 - an)" = =0 m=3,4 17

n=1

y cuando 1 > 1, el rayo llega siguiendo el camino refractado en el instante:
n=2

tn =1 am+ @) Zn (8- a2)2 =0 m=3 4 (18)
n=1

4. IMPLEMENTACION NUMERICA

A partir de (17) se calcula 1, y se compara con I para evaluar el tiempo de llegada apropiado.
Una vez que el contorno de Cagniard-de Hoop y el semieje 3 O estan parametrizados en t , se
realiza la integracion para un intervalo de tiempo constante. Los limites superiores de integracion
gyt *) = g'l(F;O,t *) y pyt *;q) =g l(F;t *,q) se obtienen resolviendo numéricamente
t(g)=-9(r;0,q) y t =-g(r;p,q) para q y Pp. Las integrales de convoluciéon en (16) se

calculan numéricamente mediante la regla de Simpson. La suma de respuestas se realiza
numeéricamente eligiendo un tiempo de observacion comuan para todos los rayos.

5. CONCLUSIONES

Se ha expuesto un método de célculo tridimensional mediante la transformada de Laplace de la
onda elastica que se propaga a lo largo del rayo. Se aplica una modificacion del método de
Cagniard-de Hoof a los rayos para obtener su transformada inversa de Laplace. Utilizando este
procedimiento de inversidon en los integrandos de las inversas de las integrales del rayo no
interviene la derivada de la inversa de la funcion de fase y son mas adecuados para su integracién
numeérica. La aplicacion numérica comprende, el célculo del tiempo de llegada de los rayos, la
integraciéon numérica de las integrales y la evaluacion de la respuesta total.
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