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RESUMEN
La afinacién de pianos es un problema sin solucion exacta a causa de la inarmonicidad de las frecuencias

propias de las cuerdas. En la afinacién de un intervalo juega un papel mas destacado la frecuencia de los
batimientos -entre parciales casi unisonos-, que la propia relacién de frecuencias fundamentales. Aunque el
problema ha sido estudiado por diversos investigadores en las ultimas décadas, la biusqueda de una solucion
satisfactoria se ha llevado a cabo por medio de tanteos. La presente ponencia formula el problema por medio
de un sistema de ecuaciones algébricas sobredeterminado -en ¢l que las incognitas son las alteraciones a
introducir en la afinacién de las cuerdas- y al que se busca la solucién que minimiza la norma, con matriz
métrica adecuada, de las frecuencias de los batimientos criticos en la afinacion. Esta solucién se determina
por medio de la matriz pseudoinversa. La eleccion de la matriz métrica permite personalizar la afinacion.

INTRODUCCION

La afinacién del piano es problemadtica porqué pretende establecer un temperamento unico entre notas con
parciales (0 componentes frecuenciales) no estrictamente arménicas. Debido a ello, cuando suenan dos notas
con un determinado intervalo, son inevitables los batimientos entre parciales casi unisonos. La afinacion del
intervalo busca un compromiso que minimice [a percepcién de {os batimientos molestos por su frecuencia,
intensidad y duracién. La dificultad no es la misma a lo largo de la tesitura del piano. En las notas mds agu-
das no se producen batimientos a causa de la prictica ausencia de parciales, mientras que en las mas graves,
el poseer un elevado nimero de parciales, diversos batimientos pueden condicionar la afinacion.

En el proceso de afinacidn se elige arbitrariamente {a afinacion de una nota (suele elegirse et La,=440 Hz)
y a partir de ella las restantes se afinan intentando un compromiso global satisfactorio relativo a la percep-
cién de batimientos. La frecuencia de cada batimiento relevante en la afinacién depende linealmente de la
correccién introducida en las dos notas implicadas. Con ello el problema de la afinacion asistida mediante
ordenador conduce a un sistema lineal de ecuaciones con tantas ecuaciones como batimientos relevantes se
consideren y en el que las incégnitas son {as correcciones introducidas en las notas. Para un piano de 88
notas, el nimero de incégnitas es 87 mientras que el de parciales relevantes puede ser de diversos cente-
nares. Asi pues el sistema lineal de ecuaciones es sobredeterminado y por consiguiente carente de solucion
exacta, la matriz pseudoinversa resuelve el problema determinando la solucién que minimiza la norma del
vector diferencias entre los batimientos resultantes y los valores de referencia elegidos como deseables, y
permite personalizar la afinacidén por medio de 1a matriz métrica.

El método que se presenta e€s un avance significativo en la atinacién asistida. Hasta el presente se ha pre-
tendido emular el método tradicional: division de la octava central y su traslado por octavas hacia los regis-
tros grave y agudo. Agullé-Sau (1997) traslada en intervalos de octava por parciales unisonos una octava
central previamente definida, Lattard (1993) divide la octava central a partir de las ecuaciones de los bati-
mientos que resuelve por tanteo.

FORMULACION ANALITICA DE LA AFINACION
La frecuencia del parcial p de 1a nota N, cuyo primer parcial tiene la frecuencia f;), puede expresarse en

la forma

fp =plym + IpM (1)
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donde I es la inarmonicidad. Si a partir de unos valores iniciales ), y I | la frecuencia del primer par-
cial se incrementa en &, f|, | la inarmonicidad decrece (de acuerdo con la teoria de las cuerdas tensadas con

rigidez transversal, [Morse, 1948]) tomando el valor
L= (1-8), , para fpq =(1 +8)f,y (2)
Para dos notas M y N con un intervalo p/g>1 entre ellas, la frecuencia B entre el parcial p de My g de N

cuando los primeros parciales de M y N se incrementan en 8, ),y 8 1, respectivamente, pueden expre-
sarse, de acverdo con las Ecs. (1), (2) en la forma.

= P+ 80, + (1= 81— (1 + 88~ (1 -3, (3

Esta ecuacion puede reescribirse como ecuacidn lineal en las incégnitas 9M y 9N con las que se pretende
obtener un cierto valor {7 de f7.

{Pf?u_ I:-l)alq - [-qu.lu_' I:n-)su == p-f:’“-i'- qfu.u_ I:.:+ I:-q + B:: (4)

Para cada batimiento relevante puede escribirse la correspondiente Ec. (4). Cuando una de las dos notas es
la nota L que se afina de forma arbitraria (La,=440 Hz), su valor 8 es un dato de modo que el término
correspondiente pasa al segundo miembro. Para un mismo intervalo p/q entre las notas M y N pueden ser
relevantes los batimientos entre los parciales kpde My kqde Nconk =1, 2, ..., para cada uno de los cud-
les podria escribirse la correspondiente Ec. (4).

SOLUCION OPTIMA
El sistema de ecuaciones (4) para 1odos los batimientos relevantes es un sistema lineal sobredeterminado
en las incognitas {3i. con i=l, 2, ... niimero de teclas -1. En notacién matricial

[All8) = {a}, con [a} = {7} + IB*) (5)
La solucion 6ptima definida por la matriz pseudoinversa

{Bopt = [A]' (@}, [A]' = (A"GA)' A'G  (6)

minimiza la norma del error

Ve

(A) (8, - (@} = 1B1 =~ (B}  (7)

calculada con la matriz mérrica G, simétrica y
definida positiva, que puede elegirse arbitraria-
mente. En el problema estudiado solo tienen inte-
rés las matrices [G] diagonalizadas, de elementos
gj, ¥ en consecuencia su utilizacion puede substi-
tuirse por la multiplicacidn de las ecvaciones por
el correspondiente factor de ponderacién +g). 0

El proceso analitico parte de la informacién obje-

tiva de los valores experimentales fi, y I, = {7, — Figura
- pf, para todas las notas y de la eleccion de los

vectores (Vg), |P*] de los factores de pondera-

cion y de las frecuencias de batimiento deseadas. ©f jér[‘mj 1111111111
La eleccion |B*) de puede ser reconsiderada a la
vista de los batimientos {[B} resultantes y dar lugar
a reiteraciones del proceso. Los valores +gj, que
permiten ponderar mds unos batimientos que | |
otros, ofrecen un margen para la personalizacién al ! '
de la afinacidn, |

CASO DE APLICACION -
Se ha tomado como caso de aplicacién el piano de g S rrse i ]
la sala de Actos de la ETSEIB por disponerse de T T T T
abundante documentacion de su comportamiento
vibroacistico, Esta informacién ha permitido ele- Figtra 2
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gir los factores de ponderacién vjgj mostrados en la Fig. 1. Para las inarmonicidades se ha empleado la teo-
ria de las cuerdas tensadas con rigidez transversal, que ha conducido a la eleccion de los valores mostra-
dos B]-“en la Fig.2 ¥ a las ecuaciones que condicionan la afinacion.

En la Fig. 3 se muestran los valores ( resultantes. Estos resultados muestran la capacidad del método para
dirigir acertadamente el proceso de afinacion.

CONCLUSIONES

El metode presentado, de afinacidn asistida per ordenador conduce a una afinacion 6ptima dirigida por
unos criterios generales -eleccion de {vJg] vy |B#*) - direciamente relacionados con aspectos valorados por
el pianista, lo cual facilita la intervencion de este en el proceso y la obtencién de afinaciones personaliza-
das.
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